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Streszczenie

Przedmiotem niniejszej dysertacji jest analiza wptywu ttumienia na statecznos¢
dynamiczng uktadéw mechanicznych na przyktadzie uktadu zmiany wysiegu

zurawia samochodowego.

Praca zostata podzielona na rozdziaty obejmujgce przeglad aktualnego stanu
wiedzy, cel i zakres pracy oraz opis wykorzystywanych w pracy metod
matematycznych. Badawcza czesé, w ktorej analizowany jest cel i zakres pracy,
sktada sie z analizy wptywu ttumienia na stateczno$¢ dynamiczng wybranych
uktadéw mechanicznych takich jak belka Bernoulliego-Eulera w rozdziale trzecim
oraz w rozdziale czwartym uktad zmiany wysiegu zurawia samochodowego. W
ostatnim rozdziale przedstawiono wnioski i uwagi koricowe. Dodatkowo w
dysertacji zawarto streszczenia w jezyku polskim i angielskim, liste istotnych
oznaczen oraz spisy literatury, rysunkéw i tabel. Jako dodatek zamieszczono

elementy macierzy, ktére byty wykorzystywane w obliczeniach.

W rozdziale dotyczacym metodyki badan jako przyktadowy uktad analizowano
belke Bernoulliego-Eulera. Korzystajgc z wariacyjnej zasady Hamiltona, po
podstawieniu odpowiednich wariacji energii potencjalnej i kinetycznej, okreslono
réwnanie ruchu i warunki brzegowe uktadu. Wyznaczono warunek ortogonalnosci
funkcji wtasnych, po czym rownanie ruchu zostato przeksztatcone do postaci
réwnania Mathieu, ktérego wspétczynniki w korelacji z kartg Strutta pozwalajg
okresli¢ statecznos¢ dynamiczng uktadu. Jako przyktadowe, wykonano badania
wptywu materiatu belki na jej statecznos¢ dynamiczng. Kolejnym etapem byto
zbadanie wptywu ttumienia konstrukcyjnego, ttumienia wewnetrznego i ttumienia
zewnetrznego na statecznos¢ dynamiczng belki Bernoulliego-Eulera. Wstepnie
okreslono zakres rozwigzan niestatecznych dla niettumionej belki. Wprowadzenie
ttumienia konstrukcyjnego w podporach belki zwigekszyto statecznos¢ uktadu nie
eliminujgc ryzyka wystgpienia zjawiska rezonansu parametrycznego. Ttumienie
wewnetrzne nie spowodowato znaczgcych zmian statecznosci w stosunku do

uktadu niettumionego. Natomiast wprowadzenie ttumienia zewnetrznego



pozwolito uzyskac rozwigzanie stateczne w catym analizowanym obszarze karty

Strutta.

W rozdziale czwartym przeprowadzono analize wptywu ttumienia na statecznosé
dynamiczng rzeczywistego uktadu jakim byt uktadu zmiany wysiegu zurawia
samochodowego DST0285. Przedstawiony uktad sktadajacy sie z wysiegnika
teleskopowego oraz sitownika hydraulicznego modelowano z wykorzystaniem
belek Bernoulliego—Eulera oraz wybranych elementéw dyskretnych. Na wstepie
sformutowano i rozwigzano zagadnienie brzegowe z wykorzystaniem wariacyjnej
zasady Hamiltona, co pozwolito na wyznaczenie rownan ruchu. Okreslone zostaty
geometryczne warunki brzegowe oraz warunki ciggtosci i na ich podstawie
otrzymano naturalne warunki brzegowe analizowanego uktadu. Wyznaczono
warunek ortogonalnosci oraz przeksztatcono rownanie ruchu do postaci
ttumionego réwnania Mathieu. Okreslono parametry geometryczne i fizyczne
przyjete do analizy badanego modelu. Kolejnym etapem badan byta analiza
wptywu geometrii i obcigzenia na czestosci wtasne uktadu niettumionego oraz
zbadanie wptywu ttumienia na wartosci wtasne uktadu. Przeprowadzona zostata
analiza wystepowania zjawiska rezonansu parametrycznego dla wybranych
przypadkow geometrii uktadu w zaleznosci od kata nachylenia wysiegnika,
dtugosci olinowania i przyjetego obcigzenia. Zbadano réwniez wptyw
rozpatrywanych rodzajéw ttumienia na statecznos¢ dynamiczng uktadu zmiany

wysiegu zurawia samochodowego.

W rozdziale pigtym przedstawiono podsumowanie uzyskanych wynikow i

zaproponowano kierunki dalszych mozliwych badan.



Summary

The subject of this dissertation is the analysis of the influence of damping on the
dynamic stability of mechanical systems using the example of a truck crane boom

change system.

The work has been divided into chapters covering a review of the current state of
knowledge, the purpose and scope of the work and a description of the
mathematical methods used in the work. The research part, in which the purpose
and scope of the work are analyzed, consists of an analysis of the influence of
damping on the dynamic stability of selected mechanical systems such as the
Bernoulli-Euler beam in the third chapter and the truck crane boom change system
in the fourth chapter. The last chapter presents conclusions and final remarks.
Additionally, the dissertation contains summaries in Polish and English, a list of
important symbols and lists of literature, figures and tables. The matrix elements

used in the calculations are included as an appendix.

In the chapter on research methodology, the Bernoulli-Euler beam was analyzed as
an example system. Using Hamilton's variational principle, after substituting the
appropriate variations of potential and kinetic energy, the equation of motion and
boundary conditions of the system were determined. The condition of
orthogonality of eigenfunctions was determined, after which the equation of
motion was transformed into the Mathieu equation, whose coefficients in
correlation with the Strutt card allow determining the dynamic stability of the
system. As an example, tests were carried out on the influence of the beam
material on its dynamic stability. The next stage was to investigate the influence of
structural damping, internal damping and external damping on the dynamic
stability of the Bernoulli-Euler beam. The range of unstable solutions for the
undamped beam was initially determined. The introduction of structural damping
in the beam supports increased the stability of the system without eliminating the
risk of parametric resonance. Internal damping did not cause significant changes

in stability in relation to the undamped system. On the other hand, the introduction



of external damping allowed obtaining a stable solution in the entire analyzed area

of the Strutt card.

In the fourth chapter, an analysis of the influence of damping on the dynamic
stability of a real system, which was the system for changing the reach of the
DSTO0285 truck crane, was carried out. The presented system consisting of a
telescopic boom and a hydraulic actuator was modeled using Bernoulli—Euler
beams and selected discrete elements. First, the boundary value problem was
formulated and solved using Hamilton's variational principle, which allowed for
determining the equations of motion. Geometric boundary conditions and
continuity conditions were determined and based on them, the natural boundary
conditions of the analyzed system were obtained. The orthogonality condition was
determined and the equation of motion was transformed into the form of the
damped Mathieu equation. The geometric and physical parameters adopted for
the analysis of the tested model were determined. The next stage of the research
was the analysis of the influence of geometry and load on the natural frequencies
of the undamped system and the examination of the influence of damping on the
eigenvalues of the system. An analysis of the occurrence of the parametric
resonance phenomenon was carried out for selected cases of the system
geometry depending on the boom inclination angle, the length of the rigging and
the assumed load. The influence of the considered types of damping on the

dynamic stability of the truck crane boom change system was also examined.

The fifth chapter presents a summary of the obtained results and proposes

directions for further possible research.



Wykaz wazniejszych oznaczen

P - osiowa sita Sciskajaca, N,

P, — stata sktadowa obcigzenia, N,

S — zmienna sktadowa obcigzenia, N,

v — czestosc sity wymuszajacej, Hz,

t — czas, s,

E — modut Younga, GPa

J — moment bezwtadnosci przekroju, m4,

A — pole powierzchni przekroju, m?,

o — gestos$¢ materiatu, kg/ms,

T — energia kinetyczna uktadu, J,

V - energia potencjalna uktadu, J,

W — przemieszczenie belki, m,

C;— state z rozwigzania ogdlnego rownania przemieszczen,

w, — nta czestos¢ drgan wiasnych, rad/s,

[ — dtugosé belki, m,



a i b — parametry niettumionego réwnania Mathieu,

Cgr — wspotczynnik ttumienia ttumika rotacyjnego,

Cg — wspotczynnik ttumienia wywotanego zewnetrznym oporem wiskotycznym,

E* — wspdtczynnik lepkosci materiatu,

Wy — praca wirtualna sit niezachowawczych, J,

T,.(t) — nieznana funkcja czasu,

&, € ic — parametry ttumionego rownania Mathieu,

H — bezwymiarowy wspétczynnik ttumienia wewnetrznego dla belki,

N — bezwymiarowy wspoétczynnik ttumienia zewnetrznego dla belki,

M — bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia konstrukcyjnego dla belki,

Hg — bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia wewnetrznego,

N, — bezwymiarowy wspoétczynnik ttumienia zewnetrznego,

M, — bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia konstrukcyjnego.
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1 Analiza stanu wiedzy

Drgania mechaniczne sg nierozerwalnie zwigzane praktycznie z kazdym obszarem
dziatalnosci cztowiek. Mozna je zaobserwowac w wielu dziedzinach inzynierii
mechanicznej, lotniczej czy ladowe;j. Identyfikacja przyczyn ruchu drgajacego
pozwala na maksymalizacje realizacji funkcji technologicznych, gdy drgania sg
korzystne dla projektu urzadzenia, a jesli ich wystepowanie jest niepozadane
umozliwia eliminacje niekorzystnych skutkdw. Zmienna w czasie sita obcigzajaca
uktad moze wywotaé narastajgce amplitudy drgan skutkujgc utratg statecznosci
dynamicznej. Gdy w czasie ruchu drgajgcego parametry uktadu, takie jak na
przyktad sztywnos¢, sita wymuszajgca, masa czy ttumienie ulegajg zmianie, to taki
rodzaj drgan nazywamy drganiami parametrycznymi. W rzeczywistych uktadach
drgajacych zawsze wystepuje dyssypacja energii, miedzy innymi na skutek
wystepujgcego ttumienia, ktéra wptywa na ograniczenie amplitud drgan. Mozliwe
jest wyrdéznienie trzech gtéwnych typow ttumienia: wewnetrzne (wystepujgce na
skutek zjawisk wystepujgcych wewnatrz materiatu), zewnetrzne (zwigzane z
wptywem otoczenia) oraz konstrukcyjne (zwigzane ze zmiennymi warunkami
pracy oraz konstrukcjg urzadzenia). Zawarcie ttumienia w modelach
matematycznych opisujgcych analizowane uktady mechaniczne pozwala na
wierniejsze odtworzenie zachodzgcych w obiektach rzeczywistych zjawisk

dynamicznych.

Badania statecznosci dynamicznej maszyn roboczych i ich elementow, ktore
modelowano z wykorzystaniem uktadoéw ciggto-dyskretnych, przeprowadzano
dotychczas najczesciej nie uwzgledniajgc ttumienia drgan w modelach
matematycznych. W niniejszej dysertacji analizowany jest wptyw réznych
rodzajow ttumienia na statecznos¢ dynamiczng uktadéw mechanicznych na
przyktadzie uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego. Przedstawiony
model oraz uzyskane na jego podstawie wyniki stanowig oryginalny wktad do

aktualnych badan nad dynamikg uktadéw ttumionych.

W celu ulepszania konstrukgciji juz istniejgcych maszyn i urzadzen lub
projektowania nowych nowoczesniejszych rozwigzan pozwalajgcych na
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zwiekszenie wydajnosci pracy, bezpieczenstwa uzytkowania oraz wydtuzenia
czasu eksploatacji nalezy wzigé pod uwage takie czynniki jak to, ze
nowoopracowane rozwigzania najczesciej powinny charakteryzowac sie
wzrostem predkosci ruchu, zwiekszeniem jego zakresu, obnizeniem masy na
przyktad poprzez wykorzystanie nowoczesnych lekkich i wytrzymatych materiatéw
(kompozyty, materiaty inteligentne) lub zwiekszeniem maksymalnych obcigzen
przy jednoczesnym zwigkszaniu niezawodnosci. Jednoczesna realizacja nawet
czesci z tych postulatow jest zadaniem trudnym w realizacji. Na przyktad
zmniejszenie masy przy jednoczesnym zwiekszeniu maksymalnego obcigzenia.
Taka smukta konstrukcja przy obcigzeniu zmienng w czasie sitg osiowg jest
narazona, w zadanych zakresach czestotliwosci sity wymuszajgcej, na
niekontrolowany wzrost amplitudy, ktéry moze doprowadzi¢ do zniszczenia
uktadu. Uwzglednienie w badanym uktadzie ttumienia drgan pozwala na bardziej
precyzyjny opis tego zjawiska, a tym samym okresli¢ rzeczywisty ruch uktadu w
czasie drgan parametrycznych. Dlatego analiza statecznosci dynamicznej
modelowanego uktadu mechanicznego z uwzglednieniem ttumienia ma tak

zasadnicze znaczenie.

Szemplinska-Stupnicka w swojej pracy [1] zdefiniowata stateczno$¢ dynamiczng
jako szczegolny przypadek drgan parametrycznych w konstrukcjach obcigzonych
okresowg funkcjg czasu, w ktérych wywotane drgania odbywaja sie w innym
kierunku (najczesciej prostopadtym) niz obcigzenie wymuszajgce drgania. Jest to
wiec obcigzenie parametryczne wzgledem niektorych postaci drgan. Statecznosc¢
dynamiczna jest rowniez przez niektorych autoréw nazywana stabilnoscia

analizowanych uktadéw.

Faraday w 1831 w pracy [2] zaobserwowat wzbudzenie parametryczne jako
pierwszy. Pierwsza teoretyczna analiza rezonansu parametrycznego zostata
przedstawiona przez Beliaev'a w pracy [3], w ktdrej analizowat stabilnos$¢ pretow
pryzmatycznych. Drgania i stabilnos¢ wzbudzonych parametrycznie uktadéw
zostaty opisane przeglagdowo przez Ibrahima i wspotpracownikéw [4], [5], Evana-
Iwanoskiego [6], czy Simitsesa [7]. Materiaty lepkosprezyste pozwalajg na kontrole

drgan co zostato przedstawiono przez Nakre w pracach [8], [9], [10] i [11].
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Wymuszenia parametryczne i ich wptyw na stabilnos¢ dynamiczng uktadéw
zostaty oméwione w ksigzkach Schmidta [12], Bolotina [13] oraz Neyfeha i Mooka
[14]. W powyzszych pracach badano wptyw réznych parametrow na niestabilno$¢
parametryczng uktadu, analizowano stabilnos¢ i typy rezonanséw oraz

poddawano ustalenia teoretyczne weryfikacji eksperymentalne;j.

Korzystajgc z réwnania Mathieu i rozwigzujgc zagadnienie statecznosci
dynamicznej mozliwe jest wyznaczenie krzywych przejscia oraz okreslenie
obszaréw statecznych i niestatecznych rozwigzan. Po uwzglednieniu ttumienia w
analizowanych uktadach mechanicznych nastepuje zwezenie obszardw, w ktérych
wystepuje rezonans parametryczny, czyli nastepuje wzrost amplitudy drgan.
Zawezenie oraz wzrost wartosci minimum tych obszaréw zwieksza stabilnos¢
modelowanego uktadu. Niejednokrotnie autorzy zajmujacy sie efektami
parametrycznymi analizujg roznorodne konstrukcje inzynierskie, w tym tak ztozone
jak na przyktad mosty. Najczesciej przeprowadzana jest analiza prostych
konstrukcji zbudowanych ze smuktych belek z dodanymi elementami dyskretnymi.
Wiaze sie to z faktem, ze nawet tak ztozone konstrukcje jak np. uktad zmiany
wysiegu zurawia samochodowego moga by¢é modelowane z wykorzystaniem
belek, a dodanie ttumienia zwieksza doktadno$¢ modelu opisujgcego uktad

rzeczywisty.

W kolejnych podrozdziatach przedstawiono aktualny stan wiedzy zwigzany z
tematyka niniejszej dysertacji, w ktorych szczegdlnie skupiono sie na metodach
analizy uktadéw wzbudzanych parametrycznie. Nastepnie przedstawiono rys
historyczny i aktualng literature odnosnie badan dynamiki belek Bernoulliego-
Eulera wykorzystywanych w modelowaniu analizowanego uktadu zmiany wysiegu
zurawia samochodowego oraz statecznosci dynamicznej r6znych uktadéw
mechanicznych. W dalszej kolejnosci analizowano typy ttumienia wystepujace w
maszynach i sposoby ich modelowania. Przedstawiono takze analize stanu wiedzy
o dynamice uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego oraz wchodzgcego

w jego sktad sitownika hydraulicznego.
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1.1 Metody analizy uktadéw wzbudzanych parametrycznie

Uktady wzbudzane parametrycznie opisywane sg rownaniami ré6zniczkowymi
drugiego rzedu, w ktérych wspotczynniki majg charakter okresowy, a same
réwnania nie posiadajg doktadnych rozwigzan. Rozwigzywanie tej klasy
problemoéw koncentruje sie wokot ustalenia czy istniejg dla nich rozwigzania
okresowe i czy sg to rozwigzania stabilne. W przypadku réwnan typu Mathieu-Hill
znane sg takie metody rozwigzywania jak techniki perturbac;ji i iteracji, metoda
Bolotina na podstawie teorii Floqueta, druga metoda Lapunowa, metoda Galerkina

oraz technika asymptotyczna Krytowa, Bogoliubowa i Mitroploskiego.

Dla prostych rezonanséw dobre wyniki uzyskuje sie korzystajgc z metody Bolotina
[13] opartej na teorii Floqueta. Metoda ta zostata zmodyfikowana dla uktadu, w
ktorym wystepujg ztozone rownania ruchu, przez Stevensa w pracy [15]. Dla
uktadow, w ktérych wystepujg mate parametry wzbudzenia stabilnos¢ uktadow
moze by¢ analizowana metodg zaproponowang przez Hsu [16], [17]. Mozna dzieki
niej okreslac strefy niestabilnosci typu gtéwnego, roznicowego czy
kombinowanego. Metoda nastepnie zostata zmodyfikowana przez Saito i
Otomiego [18] by mogta by¢ wykorzystywana w uktadach ze ztozonym
rozniczkowym réwnaniem ruchu. Metoda zaproponowana przez Takahashi [19]
pozwala na wyznaczenie prostych jak i kombinowanych obszaréw niestabilnosci
pomijajgc ograniczenie o matych parametrach wzbudzenia. Korzystajgc z metody
Bolotina, Zajgczkowski [20] oraz Zajgczkowski i Lipinski [21] wyznaczyli réwnania
pozwalajgce na okreslenie obszaréw niestabilnosci. Metode wolng od ograniczen
zwigzanych z matymi parametrami wzbudzenia zaproponowali rowniez Lau i in. w

pracy [22].

Duzg popularnos¢ w analizie stabilnosci dynamicznej uktadéw sprezystych
zyskata metoda elementéw skonczonych. Korzystajac z niej Brown i in. [23]
analizowali stateczno$¢ dynamiczng pretow jednorodnych. Abbas [24] badat jak
elastycznos¢é mocowania i predkos¢ obrotowa wptywa na stabilnosé obracajacej
sie belki. Abbas i Thomas [25] oraz Yokoyama [26] badali jak wptywajg na

statecznos¢ dynamiczng belki Timoszenki warunki podparcia. Shastry i Rao
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korzystajgc z metody elementéw skonczonych okreslili czestotliwosci krytyczne
[27] i granice stateczno$ci [28] badajgc kolumne wspornikowg obcigzong
posrednim okresowym obcigzeniem skupionym. Tg samg metodg Bauchau i Hong
[29] badali stabilno$¢ belek i ich nieliniowg odpowiedz, Briseghell i in. w pracy [30]
analizowali stateczno$¢ dynamiczng belek i ram, a Svensson [31] analizowat
wptyw ttumienia na stabilnos¢ nieliniowego uktadu dynamicznego obcigzonego

okresowo.

W przypadku analizy uktadéw charakteryzujgcych sie wiekszg liczbg stopni
swobody wystepujg nie tylko proste rezonanse, ale réwniez rezonanse typu sumy
lub réznicy w zaleznosci od warunkéw podparcia, rodzaju obcigzenia i parametréow
uktadu. Klasyfikacje ré6znych typéw rezonansoéw dla liniowego uktadu okresowego
przedstawit Mettler w pracy [32]. Powiekszenie gtéwnych obszaréw niestabilnosci
dynamicznej zwigzane z momentem zyroskopowym w uktadzie dysku watu
wspornikowego zostato wykazane w pracy [33] przez Chena i Ku. Stabilno$¢
dynamiczna preta z defektem byta badana przez Parekha i Carlsona w [34], gdzie
zaproponowano model efektywnej sztywnosci odzwierciedlajgcy zdolnosé
magazynowania energii przez uszkodzony obszar. Ich koncepcja zostata
wykorzystana w pracy [35] przez Datta i Nagraja do analizy uszkodzen preta
stozkowego z wadami poprzez jego statecznos¢ dynamiczng. Stabilnosé
dynamiczna belki bedacej pod wptywem okresowej sity osiowej i momentu
obrotowego byta analizowana teoretycznie i eksperymentalnie przez Dufour i
Berlioz w [36].

1.2 Dynamika belek Bernoulliego-Eulera i ich stateczno$é dynamiczna

Stale, podobnie jak materiaty o wysokiej wytrzymatosci, sg powszechnie
wykorzystywane do wytwarzania konstrukcji oraz elementéw maszyn i urzadzen,
ktére moga by¢ modelowane z wykorzystaniem smuktych belek. Prowadzone sg
ciggte prace pozwalajgce na doskonalenie metod produkciji, sktadu i struktury
stosowanych materiatow jak réwniez nad optymalizacjg geometrii wytwarzanych z
nich konstrukciji i elementow. Nie zawsze jednak o zniszczeniu konstrukcji
decyduje wielkos¢ sity obcigzajgcej, ale jej charakter np. sita pulsacyjna. Juz na
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poczatku drugiej potowy XIX wieku w trakcie budowy mostéw kolejowych
zauwazono, ze uszkodzenia konstrukcji wynikaty z utraty statecznosci cienkich
ptyt, powtok i smuktych pretéw. Przyktady takich zniszczen mozna zobaczy¢ w
pracach [37], [38], a jednym z najbardziej znanych byt most Tacoma Narrows
Bridge (TNB) z roku 1940 z uwagi na film, na ktérym widac¢ oscylacje i zniszczenie
mostu [39]. Tego typu zdarzenia zapoczatkowaty intensywne badania w dziedzinie

statecznosci sprezyste;j.

Juz w 1744 roku Leonard Euler opisywat w swojej pracy podstawy statecznosci
konstrukcji [40]. Rozwigzat on zagadnienie osiowego Sciskania idealnego preta
przy roznych sposobach podparcia. W 1773 roku Lagrange pracowat nad
optymalizacjg ksztattu kolumny obcigzonej sitg osiowa [41], [42]. Problem jest o
tyle istotny, ze ciggle trwajg prace w poszukiwaniu najbardziej optymalnych
geometrii do danych zastosowan [43], [44], [45], [46], [47], [48]. Natomiast pierwsza
pracg nad niekonserwatywnag sita obcigzajgcg byta praca Becka z 1952 roku [49],
w ktorej analizowano wptyw obcigzenia sitg sSledzgcag konca kolumny na jej

statecznosc.

Istniejg rozne teorie opisujgce kinematyke deformac;ji belki rozumianej jako
smukty i prosty element konstrukcyjny poddawany Sciskaniu. Szerzej opisane sg
one w pracy [50], a najistotniejsze z nich to teorie: Bernoulliego-Eulera [51], [52],
Timoshenki [53], [54], czy Reddy’ego-Bickford’a [55], [56], [57]. Ostatnia z nich
zostata szerzej rozwinieta w pracach [58], [59]. Tematyka wyboczenia kolumn i
konstrukcji opisywana byta w literaturze miedzy innymi w pracy [60], a statecznos¢
dynamiczna w pracy [61]. Poréwnanie wybranych teorii zostato przedstawione w
[62]. W niniejszej dysertacji analizowane beda belki wedtug teorii Bernoulliego-

Eulera.

Szczegolny przypadek drgan parametrycznych, w ktérych konstrukcje sg
obcigzone obcigzeniem okresowo zmiennym w czasie, nazywany jest
statecznoscig dynamiczng [63]. Rezonanse parametryczne wystepujgce w analizie
statecznosci dynamicznej odgrywajg podstawowa role. W obszarze rozwigzan

niestatecznych amplituda drgan rezonansowych wzrasta nieograniczenie.
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Wiekszos¢ prac ze statecznosci dynamicznej koncentruje sie wokot
nieskomplikowanych uktadow belek, niekiedy z dotgczonymi do nich elementami
dyskretnymi [64], [65], [66], [67], [68], [69], [70], [71], [72], poniewaz wiele uktadéw

mechanicznych moze by¢ za ich pomocg modelowana.

Dla réznych typéw obcigzenia zmiennego Ahmadi i Glockner w pracy [73] okreslili
kryteria statecznosci dynamicznej dla belki. Cederbaum i Mond w pracy [74]
analizowali statecznos$¢ dynamiczng dla sprezystej belki. Dla belki o podparciu
sprezystym z wykorzystaniem sprezyn translacyjnych i rotacyjnych Majorana i
Pellegrino badali jej stateczno$¢ dynamiczng w pracy [75]. Giirgoze [76]
analizowat wptyw podpartej sprezyscie masy umieszczonej na koncu belki na jej
drgania, ktére byty periodycznie wymuszane ruchem drugiego konca belki. Drgania
parametryczne belki z elementem dyskretnym — masg skupiong byty rozpatrywane
w pracy [77] przez Sato i innych. Analityczna i eksperymentalna analiza wptywu
masy umieszczonej na korncu belki na stateczno$¢ dynamiczng zostata
przeprowadzona przez Evensena i Evan-lwanowskiego w [78]. Wptyw elementéw
dyskretnych na statecznos¢ dynamiczng swobodnie podpartej belki przedstawit
Sochacki w pracach [79], [80]. Nowe typy rezonanséw parametrycznych zostaty
przedstawione przez Krawczuka i Ostachowicza w [81], gdy analizowali drgania
belki ze szczeling zamknieta. Statecznosé dynamiczna belki wspornikowej
zbudowanej z kompozytow byta analizowana teoretycznie i eksperymentalnie
przez Yen i Kuo w pracy [82]. Stateczno$¢ dynamiczng belki wstepnie skreconej
analizowat Giirgoze w pracy [83]. Chen i Yeh w pracy [84] badali statecznos$¢
dynamiczng pobudzanej elektromagnetycznie do drgan belki, przeprowadzajgc
analize teoretyczng i weryfikacje eksperymentalng. W innej pracy badali jak
oscylacyjny ruch masy skupionej wzdtuz osi kolumny wptywa na jej statecznosc¢
[85]. Ponadto badali wptyw oscylacyjnego obcigzenia $ledzgcego na statecznosé
dynamiczng kolumny [86], [87]. Drgania parametryczne kolumny, ktéra byta
obcigzona sita $ledzgcg, rozpatrywali takze Sochacki i Tomski w pracy [88]. Ci
sami autorzy w pracy [89] rozpatrywali stateczno$¢ dynamiczng uktadéw
dywergencyjnych pseudoflaterowych. W pracy [90] Hyun i Yoo analizowali
statecznos$¢ dynamiczng dla belki wspornikowej, gdzie przedstawiony zostat

diagram stabilizacyjny dla rozwigzan pierwszego i drugiego rzedu. Dla czterech
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réznych rodzajéw warunkoéw brzegowych kolumny Leipholza analizowano
stateczno$c¢ parametryczng w pracy [91]. Prowadzone byty réwniez badania
optymalizacji kolumny, obcigzonej periodyczng sitg sledzgcg, ze wzgledu na jej

statecznos$¢ dynamiczng. Badania te prowadzili w pracy [92] Forys i Gajewski.

1.3 Typy ttumienia wystepujace w maszynach

W kazdym uktadzie drgajgcym czes$¢ energii ulega rozproszeniu [93], [94], [95], [96],
[97]. Rozproszenie to wynika najczesciej z ttumienia drgan wystepujgcego w
badanym uktadzie. W zaleznosci od mechanizméw przewazajgcych w danym
uktadzie, to na jego ruch mogg wptywac rézne rodzaje ttumienia. Pomimo ciggtych
badan zjawiska ttumienia wcigz nie sg poznane wszystkie mechanizmy fizyczne,
ktore sie na nie sktadajg. W zwigzku z tym kazda reprezentacja matematyczna
ttumienia w réwnaniach ruchu bedzie zawsze pewnym przyblizeniem i

uogolnieniem zjawisk fizycznych.

Drgania sg najczesciej elementem niepozgdanym w trakcie pracy roznych typow
maszyn z uwagi na niekorzystny wptyw na zdrowie i zycie operatorow. Powodujg
one takie problemy jak na przyktad zaburzenia w uktadzie nerwowym,
naczyniowym czy kostno-stawowym, problemy z koordynacjag ruchowg i ostroscia
widzenia. Ponadto drgania wptywajg niekorzystnie na szybsze zuzycie elementow
roboczych i ich wytrzymatos$¢. W pracach [93], [98], [99], [100] przedstawiono tego
typu szkodliwe zjawiska, wywotane przez drgania. Zmniejszenie negatywnych
skutkéw drgan najczesciej polega na wykorzystaniu zjawiska ttumienia. Wptyw
zjawiska ttumienia na uktady mechaniczne opisali w swoich pracach Osinski [98] i
Giergiel [99]. Do naturalnych sposobdéw ttumienia nalezg tarcie w podporach i
potgczeniach, wptyw srodowiska czy tarcie wewnetrzne w materiale. Dodatkowo w
maszynach stosowane sg rowniez specjalne dodatkowe aktywne badz
dynamiczne eliminatory drgan [94], [98], [101], [102]. Miedzy uktadem drgajgcym a
izolowanym umieszczana jest czasem wibroizolacja wykonana z dodatkowych
elementéw konstrukcyjnych [98], [99], [100], [103].
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Zjawisko rezonansu moze by¢ wywotane nawet przez drgania maszyny o
niewielkiej amplitudzie [94], [104], [105], [106], a w konsekwencji doprowadzi¢ do
jej uszkodzenia badz zniszczenia. Ttumienie umozliwia minimalizacje wystgpienia
zjawiska rezonansu. Ttumienie, w zaleznosci od jego mechanizmu i Zrédta, mozna
podzieli¢ na ttumienie konstrukcyjne w nieruchomych potgczeniach [107], [108],
[109], thumienie konstrukcyjne w ruchomych potgczeniach [110], [111], [112], [113],
[114], [115], ttumienie zewnetrzne zwigzane z oporem osrodka (wiskotyczne) [110],
[111],[112], [116], [117] oraz ttumienie wewnetrzne w materiale lepkosprezystym
[68],[118], [119], [120], [121].

1.3.1 Ttumienie konstrukcyjne

Ttumienie konstrukcyjne mozna podzieli¢ na wywotane tarciem w potgczeniach
ruchomych i nieruchomych. Do potgczen ruchomych nalezg prowadnice, tozyska,
przeguby i slizgi. Natomiast do potgczen nieruchomych nalezg potgczenia

nitowane, wttaczane, klinowane i Srubowe.

Rozpraszanie energii w potgczeniach nieruchomych zachodzi w potgczonych
elementach na powierzchni ich styku. Podczas obcigzania takich elementéw
powstaje poslizg spowodowany sprezystoscig materiatu, ktéry opierajac sie na
prawach Coulomba przyjmuje charakter tarcia suchego. Zaktada sie, ze
powstajgca sita tarcia jest proporcjonalng do nacisku wartoscig statg, a jej

kierunek jest przeciwny do predkosci ciata.

W potaczeniach ruchomych tarcie zachodzi miedzy elementami o wyraznym ruchu
wzgledem siebie. W przypadku duzego smarowania charakter tarcia jest
wiskotyczny. Przy braku smarowania tarcie przechodzi w tarcie suche. Jezeli
smarowanie nie jest zbyt obfite rozpraszanie energii jest zwigzane z oboma

zjawiskami.

Najczesciej ttumienie konstrukcyjne jest modelowane za pomoca rotacyjnych lub
translacyjnych ttumikéw wiskotycznych zamontowanych w uktadzie.
Kompleksowa analiza modalna belki, ktéra posiadata na koricach ttumiki rotacyjne
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i byta zamocowana przegubowo, wraz z procedurg numeryczng stuzgca do
wyznaczenia zespolonych wartosci wtasnych i postaci drgan zostata
przedstawiona w pracy [122]. W pracach [123], [124] i [125] z kolei analizowano jak
ttumienie konstrukcyjne wptyneto na drgania poprzeczne ztozonych uktadow
dyskretno-ciggtych na przyktadzie wysiegnika zurawia samochodowego jak i

uktadu zmiany wysiegu.

Przyjete w pracy okreslenie ttumienie konstrukcyjne posiada charakter
wiskotyczno-Coulombowski i zwigzane jest z cechami konstrukcyjnymi badanego
uktadu. Przyjete w pracy sposoby modelowania ttumienia konstrukcyjnego sg

zgodne z przedstawionymi w pracach [110], [111], [122].

1.3.2 Thumienie wewnetrzne

Zjawiska zachodzgce wewnatrz ciata drgajgcego, na skutek ktérych nastepuje
zmiana stanu odksztatcenia i naprezenia, a w wyniku czego czes¢ energii jest
rozpraszana, nazywane sg ttumieniem wewnetrznym. Tarcie wewngatrz materiatu
jest gtbwng przyczyng dyssypaciji energii, wptywa rowniez na ttumienie drgan

swobodnych oraz wywotuje wiele zjawisk reologicznych.

Podstawowe modele reologiczne idealizujg ciata fizyczne uwzgledniajac jedng z
ich cech takich jak lepkos¢, plastycznosé czy sprezystosc. Takimi elementarnymi
modelami sg liniowy ttumik wiskotycznym, ktéry jest wypetniony cieczg
newtonosky, idealna sprezyna liniowa, ktéra ma wtasciwosci ciata Hook'a oraz tak
zwane ciato Saint-Venenta, modelowane jako suwak z tarciem suchym o statym
okreslonym oporze [95], [98], [126], [127]. Najczesciej wykorzystywane do
modelowania to wiskotycznym ttumik liniowy i idealna sprezyna liniowa [127].
Nastepnie z elementarnych modeli tworzy sie mozliwie najbardziej zgodne z
rzeczywistoscig ztozone modele reologiczne uwzgledniajgc w analizie
reologicznej wiele cech danego ciata. Do takich modeli nalezg miedzy innymi
modele Maxwella, Zenera i Kelvina-Voigta. Ostatni z wymienionych jest
réwnolegtym potgczeniem ttumika wiskotycznego i sprezyny, i w obliczeniach jest

najczesciej wykorzystywany jako model liniowego ciata lepkosprezystego [98],
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[127], [128], [129]. Model reologiczny Maxwella jest natomiast szeregowym
potaczeniem sprezyny i ttumika wiskotycznego [127]. Potgczenie tych dwéch
modeli nazywane jest modelem reologicznym Zenera [130], czyli potgczenie
rownolegte sprezyny i modelu Maxwella, nazywany jest on standardowym

modelem tréjparametrowym.

W pracach [131], [132], [133] analizowano jak ttumienie wewnetrzne wptywa na
drgania belki. W pracy [145] badano wptyw ttumienia wewnetrznego na drgania
belki wspornikowej, na ktérej swobodnym koncu zamocowana byta masa.
Zaproponowany w niej zostat rowniez dyskretny model zastepczy jako uktad
sprezyna-ttumik-masa. Dla niekonserwatywnych uktadéw belek analizowano
wptyw ttumienia zewnetrznego i wewnetrznego na stateczno$é w pracy [132].
Statecznosc¢ obcigzonej sitg sledzgcg belki wspornikowej w zaleznosci od
ttumienia wewnetrznego badana byta w pracy [133]. Wptyw ttumienia
wewnetrznego materiatu, z ktérego zbudowano analizowane obiekty, badano w
pracach [68], [119], [120], [121], [134]. Drgania poprzeczne uktadu zmiany wysiegu
zurawia samochodowego z uwzglednieniem ttumienia wewnetrznego analizowano
w pracy [68]. Model Kelvina-Voigta zostat wykorzystany w pracy [119] do opisu
ttumienia wewnetrznego podczas drgan poprzecznych utwierdzonej
lepkosprezystej belki w przypadku, gdy na jej swobodnym korcu dotgczono mase
skupiong. W pracy [120] badano zagadnie statecznosci i drgan nieliniowego
uktadu dwucztonowego z uwzglednieniem ttumienia wewnetrznego. Badanie
wptywu lokalnych zmian ttumienia wewnetrznego na drgania obcigzonej
jednorodnej belki Timoshenki przeprowadzono w pracy [121]. Belka Bernoulliego-
Eulera jednostronnie utwierdzona z masg skupiong na swobodnym koncu i z
przymocowanym ttumikiem translacyjnym badana byta po katem wptywu
lokalizacji mocowania ttumika i wspoétczynnika ttumienia na wartosci wtasne w

pracy [134].

1.3.3 Tlumienie zewnetrzne

Srodowisko zewnetrzne réwniez wptywa na rozpraszanie energii uktadu. Sity

zewnetrznego tarcia na granicy osrodkéw podczas ruchu, miedzy ciatem a
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otoczeniem takim jak gazy badz ciecze, w ktorych jest zanurzony uktad, wptywaja
na dyssypacje energii. Ztozony problem ttumienia zewnetrznego, najczesciej
modelowany jest poprzez ttumienie wiskotyczne. Drgania belek o skokowo
zmiennej sztywnosci pod wptywem ttumienia zewnetrznego analizowano w pracy
[135]. Wptyw ttumienia zewnetrznego na drgania belki o zmiennej sztywnosci z
przymocowang do wolnego korica masg badano w pracy [136]. Wptyw
wiskotycznego ttumienia zewnetrznego na drgania uktadéw analizowano w
pracach [137], [138], [139], [140]. W pracy [138] badano jak niejednorodne
ttumienie zewnetrzne wptywa na drgania belki Bernoulliego-Eulera o zmiennej
sztywnosci podpartej przegubowo. Podobna analiza zostata przeprowadzona dla
wielosegmentowego preta w pracy [139]. Natomiast w pracy [137] badano
wielosegmentowa belke utwierdzong jednostronnie z dodang na swobodnym
koncu masa. Statecznos¢ smuktych niekonserwatywnych uktadéw pod wptywem

ttumienia zewnetrznego i wewnetrznego analizowano w pracy [140].

1.4 Dynamika uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego

Projektowanie maszyn jest procesem, w ktérym dazy sie do zmniejszenia kosztéw
produkcji, a projektanci starajg sie zwiekszy¢ obcigzenia, bezpieczenstwo i
niezawodnos¢ maszyn, przy jednoczesnej redukcji masy. Gdy maszyna
poddawana jest w trakcie pracy zmiennym obcigzeniom to znaczgco zwieksza sie
mozliwos¢ awarii spowodowana wytrzymatoscig zmeczeniowa. Dlatego badania
statecznosci dynamicznej majg tak istotne znaczenie w analizie wytrzymatosci

konstrukcji mechanicznych.

Analiza dynamiczna takich maszyn jak zurawie samojezdne, zurawie wiezowe,
suwnice, dzwignice oraz ich podzespotdow i elementdw jest ciggtym przedmiotem
badan [141], [142], [143], [144], [145], [146].

Modelowanie obiektow rzeczywistych jest ztozonym procesem i wiele prac jest
poswieconych podstawowym zagadnieniom projektowania maszyn. Takimi
pracami sg miedzy innymi [1], [147], [148], [149], [150], [151], [152], [153], [154],
[155] i przedstawiono w nich wiele sposobéw w jaki mozna modelowac i
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rozwigzywac zagadnienia dynamiki analizowanych uktadéw mechanicznych czy

ich elementow.

Przyktadem maszyny o wysokim stopniu ztozonosci poddawanej duzym
obcigzeniom jest zuraw samochodowy. Prowadzone byty badania, w ktérych
analizowano drgania podtuzne, poprzeczne i parametryczne w ptaszczyznie
obrotu lub podnoszenia zurawia [141], [143], [156], [157], [158], [159], [160], [161],
[162], [163], [164], [165].

Uktad zmiany wysiegu jako podstawowa czes$¢ zurawia samochodowego ma
istotny wptyw na dynamike tadunku oraz catej maszyny. Konstrukcyjnie uktad
zmiany wysiegu sktada sie z teleskopowego wysiegnika, sitownika zmiany
wysiegu i uktadu linowego wraz z tadunkiem. Wysiegnik teleskopowy jest
wielocztonowym elementem, ktéry ztozony jest z segmentow o budowie
skrzynkowej, uktadu lin na wielokrgzkach oraz sitownika hydraulicznego. W wielu
pracach przedstawiono drgania wysiegnikow teleskopowych oraz
wspotpracujacych z nimi sitownikéw hydraulicznych. Sg to miedzy innymi [114],
[124], [141], [157], [158], [159], [163], [164], [166]. W pracach tych analizowano
uktady nieliniowe i liniowe pod katem drgan swobodnych i/lub parametrycznych.
W pracy [158] analizowano drgania w ptaszczyznie podnoszenia tréjcztonowego
wysiegnika reprezentowanego belkami Bernoulliego-Eulera, sitownik zmiany
wysiegu modelowano jako uktad dyskretno—ciaggty, a sprezyny reprezentowaty
Slizgi. Drgania, w ptaszczyzZnie podnoszenia, uktadu zmiany wysiegu dla
dwucztonowego wysiegnika modelowanego belkami Bernoulliego-Eulera, z
sitownikiem zmiany wysiegu przedstawionym jako model dyskretny analizowano
w pracy [166]. Model dyskretny tego samego uktadu o jednym stopniu swobody w
ptaszczyznie obrotu analizowano w pracy [163]. Drgania swobodne w uktadzie
zmiany wysiegu zurawia samochodowego badano w pracy [167], a drgania
parametryczne i swobodne tego samego uktadu badano w [168]. Analize drgan
ttumionych uproszczonego wysiegnika przedstawiono w pracy [124].
Wykorzystano model reologiczny Kelvina-Voighta do modelowania

lepkosprezystego materiatu belek, ponadto uwzgledniono opory ruchu w
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podporach wysiegnika i sitownika. Na podstawie przeprowadzonej analizy

wykazano wptyw ttumienia w podporach na stopien zaniku amplitudy drgan.

Uktad zmiany wysiegu zurawia samochodowego jest zespotem elementéw
sprezystych, na ktory dziata sita zwigzana z tadunkiem zawieszonym na linie.
Jezeli uktad jest obcigzony sitg zmienng w czasie, co w przypadku zurawia
wystepuje w momencie poderwania tadunku lub nagtego jego zatrzymania w
czasie opuszczania, amplituda drgan uktadu moze liniowo wzrastaé¢ w czasie na
skutek zjawiska rezonansu parametrycznego. Podobna sytuacja ma miejsce, gdy
zmienna w czasie sita dziata na inne urzgdzenia mechaniczne. Przyktadem moze
by¢ sitownik podpory gérniczej, gdzie zmienne ruchy otoczenia w
zabezpieczanych gérotworach powodujg powstanie oscylujgce;j sity, ktéra moze
skutkowac¢ wystepowaniem zjawiska rezonansu parametrycznego i ostatecznie
doprowadzi¢ do zniszczenia uktadu. Badania teoretyczne modeli sitownikow
pozwalajg wyznaczac czestosci i wartosci wtasne drgan, sity oddziatujgce na rure
cylindra i ttoczysko, czy wyznaczac statecznos¢ dynamiczng analizowanej

konstrukcji.

Analize statecznosci i drgan swobodnych sitownika hydraulicznego przedstawiono
w pracy [169], gdzie sitownik mocowano do konstrukcji bazowej z wykorzystaniem
sprezyn obrotowych. Wyniki badan czestotliwosci drgan wtasnych oraz
statecznosci dynamicznej w zaleznosci od geometrii i obcigzenia uktadu
przedstawiono w pracy [170]. Wptyw ttumienia na drgania sitownika
przedstawiany byt rowniez w pracach [171], [172], [173], [174]. Badany byt wptyw
ttumienia wewnetrznego [171] i zewnetrznego [172] na drgania sitownika.
Sitowniki najczesciej modeluje sie jako elementy potgczone z innymi elementami
konstrukcji za pomoca ztgczy przegubowych. W ztgczach takich podczas pracy na
skutek korozji, podwyzszonego tarcia zwigzanego ze zmiennymi warunkami pracy,
czy zmiennym obcigzeniem powstajg opory ruchu. Modelujgc w takim przypadku
sitownik, aby jak najbardziej odzwierciedli¢ rzeczywiste warunki pracy wprowadza
sie ttumiki rotacyjne w mocowaniach sitownika [173]. W pracy [175] dla belki
Bernoulliego—Eulera z ttumikami wiskotycznymi w miejscach mocowan wykonano

analize modalng. Model reologiczny Kelvina-Voigta byt wykorzystany w pracy [174]
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do sformutowania i rozwigzania problemu ttumienia wewnetrznego drgan
sitownika hydraulicznego. Poza ttumieniem wewnetrznym drgan sitownika

uwzgledniono w pracy ttumienie zewnetrzne jak i konstrukcyjne.
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2 Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy doktorskiej, wykonywanej w zakresie inzynierii
mechanicznej, jest modelowanie i analiza statecznosci dynamicznej uktadu
zmiany wysiegu zurawia samochodowego z uwzglednieniem wptywu réznego

rodzaju ttumienia drgan na jego statecznos¢ dynamiczna.

W rozprawie przyjeto teze, ze uwzglednienie ttumienia drgan w uktadzie zmiany
wysiegu zurawia samochodowego nie eliminuje mozliwosci utraty statecznosci

dynamicznej uktadu.

Aby osiggna¢ planowany cel badawczy prace podzielono na nastepujgce etapy:

1. Przedstawienie metodyki badan zastosowanej w pracy poprzez
wykonanie badania drgan i statecznosci dynamicznej prostej belki
Bernoulliego-Eulera, w ktdrej uwzgledniono ttumienie drgan, aw
szczegolnosci:
e sformutowanie i rozwigzanie zagadnienia brzegowego drgan belki,
e okreslenie warunku ortogonalnosci funkcji wtasnych belki,
e przeksztatcenie réwnania ruchu belki do postaci rownania Mathieu,
e wykorzystanie metody matego parametru do okreslenia pierwszego
obszaru niestatecznosci na karcie Strutta,
e rozwigzanie zagadnienia statecznosci dynamicznej belki.
2. Modelowanie uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego, w
ktorym uwzgledniono ttumienie drgan, a w szczegdlnosci:
e wykonanie modelu fizycznego uktadu,
e wWyznaczanie sztywnosci zastepczej trojcztonowego wysiegnika
teleskopowego,
e Wyznaczanie masy zastepczej uktadu,
e okreslenie sztywnosci zastepczej cieczy wypetniajgcej cylinder
sitownika,

e modelowanie uktadu linowego.
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3. Sformutowanie i rozwigzanie zagadnienia drgan i statecznosci
dynamicznej uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego, w ktérym

uwzgledniono ttumienie drgan, a w szczegdlnosci:

e sformutowanie na podstawie zasady Hamiltona zagadnienia drgan

poprzecznych w ptaszczyznie podnoszenia wysiegnika,

e rozwigzanie zagadnienia drgan uktadu i okreslenie jego funkcji

wtasnych,

e okreslenie warunkéw ortogonalnosci funkcji wtasnych,

e sformutowanie w oparciu o0 metode sumowania funkcji wtasnych

zagadnienia statecznosci dynamiczne;j,

e przeprowadzenie analizy rozwigzan otrzymanego réwnania Mathieu

02T (1) T (1)
at2 te ot

w postaci + (8 + ecosT)T(t) = 0 opisujgcego

statecznos¢ dynamiczng badanego uktadu,

e okreslenie zakresow dtugosci olinowania, przy okreslonych
pozostatych parametrach geometrycznych i fizycznych modeluy, dla

ktérych otrzymano stateczne rozwigzania rownania Mathieu,

e zbadanie wptywu pozostatych parametréw geometrycznych i

obcigzenia na statecznos$¢ dynamiczng badanego uktadu,

e analiza wptywu rozwazanych w pracy rodzajow ttumienia na

statecznos¢ dynamiczng uktadu.
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Rozwigzania zagadnien drgan i statecznosci dynamicznej analizowanych uktadéw
zostaty zrealizowane z wykorzystaniem autorskiego oprogramowania i programu

Mathematica.
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3 Metodyka badan

3.1 Sformutowanie i rozwigzanie zagadnienia brzegowego

Zastosowang metodyke dotyczgcg sformutowania i rozwigzania zagadnienia
brzegowego oraz statecznosci dynamicznej badanego w pracy uktadu
przedstawiono na przyktadzie prostej belki Bernoulliego-Eulera. Na rys. 3.1
przedstawiono przegubowo podpartg na koncach belke obcigzong osiowa sitg
Sciskajgcg opisang zaleznoscig P(t) = P, + S cosvt, gdzie P, jest statg sktadowa
obcigzenia, S jest zmienng sktadowg obcigzenia, v to czestos¢ sity wymuszajgcej,
a t okresla czas. Wtasnosci materiatowe belki okreslone sg przez modut Younga
E, moment bezwtadnosci przekroju na zginanie J, pole powierzchni przekroju A
oraz gestos¢ materiatu o. W uktadzie tym uwzgledniono ttumienie wewnetrzne
lepkosprezystego materiatu belki (model reologiczny Kelvina-Voigta), ttumienie
zewnetrzne medium otaczajgcego belke i ttumienie konstrukcyjne w przegubach
podparcia belki. Poszczegdlne rodzaje ttumienia na rysunku 3.1. oznaczono jako:
E* — wspotczynnik lepkosci materiatu, C; —wspotczynnik zewnetrznego oporu
wiskotycznego i Cr—wspotczynniki ttumienia ttumikéw rotacyjnych modelujacych

opory ruchu w podporach przegubowych belki.
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Rys. 3.1. Prosta belka Bernoulliego-Eulera obcigzona sitg osiowg sciskajgca

zmieniajaca sie cyklicznie z uwzglednieniem ttumienia.

Przy uwzglednieniu ttumienia zagadnienie brzegowe poprzecznych drgan prostej
belki Bernoulliego-Eulera rozwigzano z wykorzystaniem zasady wariacyjnej

Hamiltona dla uktadéw niezachowawczych [176] w postaci
[T = 8V)dt + [* Wy dt = 0

W réwnaniu (3.1) uwzgledniono prace wirtualng sit niezachowawczych jako

23w (0,t) ow(0,t) - 63W(l,t)66W(l,t)
0x20t 0x 0x20t Ox

04W(l,t)6W(l - a4W(o £)
9x30t ' I 5x%at

(SWN = E*]
+EY SW(0,t)

l
5
—fE*]aW—(x't)SW(x,t) dx—fCEM6W(x,t) dx

dx*ot ot
0 0
0°w(0,t) 6aW(0, t) L C 2°W(l,t) 66W(l, t)
R oxot dx R oxot dx

Wariacja energii sprezystosci zginania wynosi

2°W (L, t) aW(l t) E]aZW(O't)SaW(O' t) _E]a3W(l, t)

oV, =E]—5.3 9% 9x2 ox prematlACL))
3w (0,t) oW (x, t)
+E1 = 5w (0,0) +f g 08 swx, ) da
0x3 ox*

0

Natomiast wariacja energii pochodzgcej od obcigzenia zewnetrznego wynosi
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92 W(x t)

8V, = [1P(®) W (x,t) dx — P(£) 222 6w (1, ) +

6W(0 t)

P(t)

oW (0,t)

Wariacje energii kinetycznej okreslono jako

aW(x t) 92 W(x t)

6T = pA

SW (x t)| — [l oA SW (x, ) dx

Przyjmujgct = t, i t = t, wartos¢ wariacji 6W (x, t) jest rowna zero, co po

podstawieniu do (3.5) daje

=—f oA I/"(’”)6W( ,t) dx

Podstawiajac (3.2), (3.3), (3.4) i (3.5) do réwnania (3.1) otrzymano

4 2
J-tzf (_]Ea W(x,t) ]E* 0 9*W(x,t) QAa w(x,t) —P(t)a W(xt)

ox* at?
2 3
Cr 22 5w (x, dx dt — (B 2+ B 2280 4 aW(t’ D)5 00 4
62W(0 t) w7 03W(0,t) ow(0,t) aw(o,t) 63W(l t) *w(t)
(E] tE aa ~ Cro; )6 ax (E] HE ] Sme t
6W(l t) a3 W(O t) w7 04W(0,t) aW(o t)
P2 5w (i, ) — (B g2 + B S22 + P(t) )6W(0, £) =0

Z réwnania (3.7) okreslono rézniczkowe réwnanie ruchu drgan poprzecznych belki

jako

94w (x,t)
ox 4

L 0SW(x,t)
+JE xior + oA ———

02 W(x t) 92 W(x t) oW (x,t)

JE—e at

+ P(t) =0

+ Cp

Dzielgc obie strony przez JE otrzymano

W (x,t) n E_*asw(x t) n %62W(x t) n @azw(x,t) Ce W (x,0)

x4 E 9x%ot JE  at2 JE  9x2? JE at =0
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Dla uktadu przedstawionego na rys. 3.1 geometryczne warunki brzegowe wynoszg
w(o,t) =wW({t)=0

Wyznaczone poprzez podstawienie réwnania (3.10) do (3.7) naturalne warunki

brzegowe wynoszg

« 0 w(0,t) 8 aw(o,t)
](E+E at) ax2 CRat ax

) ) *w(t) a9 ow(Lt)
at

](E+E_ axz “Rar ax

Rozwigzanie réwnania (3.9) przewidywane jest w postaci szeregu funkcji

witasnych
W(x,t) = Yipzg W (0) T, (6)
gdzie w, (x) jest ntg funkcjg wtasng, a T, (t) jest nieznang funkcjg czasu.

Aby wyznaczy¢ funkcje wtasne nalezy rozwigza¢ zagadnienie drgan kolumny przy

zatozeniu, ze czes¢ zmienna obcigzenia Sjest réwna 0.

W celu rozdzielenia zmiennych w réwnaniu (3.9) oraz w warunkach brzegowych
(3.10-3.12), przyjeto:

W(x,t) =wx)T(t) = w(x)e/®t
gdzie: jest zespolong wartoscig wtasng réowng =Re() +/Im(), /j=v—1.
Majac na wzgledzie przyjetg postac rozwigzania to czes¢ rzeczywista

zespolonej wartosci wiasnej jest ttumiong czestoscig drgan, natomiast czesé

urojona jest wspotczynnikiem zaniku amplitud drgan.
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Po podstawieniu (3.14) do réwnania (3.9) otrzymano

i jwE* 0* iwt QAw? iwt P(t) 02 it JOC
el®t (1 + %)%ix)— e""té’]—;’w(x) + ef“’t%%(;) + ef‘"”(;’—EEw(x) =

Dzielgc obie strony przez e/“t otrzymano

JWE*\ 8%w(x) wazw(x) 0Aw?  jwCg
(1+ E ) dx* + JE 0x2 (]E JE )W(X)—O

A nastepnie dzielgc przez (1 + —) otrzymano

9*w(x) p 9%2w(x) _ QAw?—jwCg _
dx*t J(E+jwE*) 0x2 J(E+jwE") (x) =0
.. 2 _ P 2 _ 0AwW?—jwCg .
Podstawiajgc d* = TEer OreZ Q = e i wstawiajac (3.13) do (3.9)

otrzymano

4
dd‘zgﬂ d’ ddW(zx) Q*w(x) =0

Warunki brzegowe po rozdzieleniu zmiennych przyjmujg postaé

w(0)=w()=0

(E + WE* )6 W(O) CR ow(0)
ax

92 (l) ow(l)

J(E +jw]E) === = —jwlr =

Rozwigzaniem ogdélnym réwnania przemieszczen (3.18) jest funkcja

w(x) = C; cosh(ax) + C, sinh(ax) + C5 cos(Bx) + C4sin(Bx)
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gdzie

a = \/—ldz + [Fdt+ 2
2 4

B = \/%dz + [rdt+ 02

Wstawiajgc rozwigzanie (3.22) do réwnan (3.19)-(3.21) otrzymano jednorodny
uktad réwnan A wzgledem nieznanych statych C;. Uktad ten w postaci

macierzowej zapisano jako
[A](w)C=0
gdzie [A](w) = [apg]; [p,ql = (1 -4, aC=[C]i=1-4.

W przypadku, gdy przy statych C; wyznacznik macierzy wspoétczynnikéw jest réwny

zero to uktad posiada nietrywialnie rozwigzanie.
detA(w) =0

Znalezienie zespolonych wartos$ci wtasnych macierzy A(w) prowadzi do
wyznaczenia ttumionych czestosci drgan oraz stopnia zaniku amplitud drgan

rozpatrywanego uktadu.
3.2 Okreslenie warunku ortogonalnosci funkcji wtasnych

Aby rozwing¢ funkcje wtasne w szereg (3.13) zatozono ich ortogonalnosé.
Réwnanie (3.17) po rozdzieleniu zmiennych dla r+tej i mtej funkcji wtasnej

przyjmujg postac
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94 wn(x) a2 wn(x)

J(E + jwnE™)

+ Py + (—0Awy? + jw, Ce)wy(x) = 0

94 wm (x) a2 Wm (x)

J(E + jonE")

+ P + (= QA“)m + jwmCg)wp(x) =0

Po przemnozeniu (3.27) przez w,, (x) i (3.28) przez wy,(x) otrzymano

o4 Wn (x) 92 Wn(x)

J(E + jwyE™)

jwnCE)Wn(x)Wm(x) =0

Wi, () + Py Wi (%) + (—0Aw,* +

4wy (x) 02wy (x)

J(E + jonE”) ot wy (x) + Py 9x2 wy (x) + (_QAwmz +

Jm Cp) Wiy )Wy, (x) = 0

Nastepnie przeprowadzono catkowanie réwnan (3.29) i (3.30) w granicach od 0do

/i otrzymano

194wy, Lo%wy
J(E + jonE") [, 22y, (x) dix + Py [ By, (x)dx — (Aw,®
jwnCg) fo Wy ()W, (x)dx = 0

19%wy, 19%wp,
JE + jomE?) fy Z2mD y, (o) + Py f3 D () dx — (@Awy? ~

jmeE) fO Wm(x)Wn(x)dx =0

Catkujagc przez czesci pierwszg catke z réwnania () w oznaczonych granicach

otrzymano

19%wn(x) 93wy, (x) L Own (x,t) 02w (x) L

0 0x dx2 0 +

fl 3%wp (x) 02w (x) do
0 09x2 0x2

Analogiczne do (3.33) przeksztatcenie zastosowano do réwnania (3.32)
otrzymujac
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93w (x) L _ Own(xt) %W (x) L

ax3 g ox ax? |y

fl 04w (x)

0 oJx* +

wy (%) dx = wy(x)

19%w R
f m(x) 8wy (x) dx
0 o0x2 dx2

Podstawiajgc (3.33) i (3.34) odpowiednio do (3.31) i (3.32) i odejmujac stronami

otrzymujemy
33wn(x) : Owm (x,t) 02wy (x) ! 192wy, (x) 02w, (x) 3wy (x) L
Wm(x) ax® g dx ax2 g fO %2 92 dx Wn(x) Py 0-|—
Own () 2w @' 1 92Win(x) 02w (x) Po  LOPwa(®) _
ox  ox* lg 70 oxz  0x? J(E+jwnE") fo dx2 Win () dx
Py 192wm (%) (0Awn?—jwnCg) (L _
J(E+jomE*) fo 0x? Wn(X)dX + J(E+jwnE") fO Wn(x)Wm(x)dx
(QAme_jmeE) l _
](E+jme*) fo Wm(x)wn(x)dx - 0
Po przeksztatceniach otrzymujemy
Pwa@)|" _ owm() 0?wa)| _ Pwm@)|" | awnxt) 2w (0|
Wi (x) ax3 o dx axz g () ax® | ox x|, +

L(0Pwn(x0) 2*win(x) 32w (x) azwn(x)) Py 192wy (x) B
fo ( dx2 dx2 0x2 dx2 dx + J(E+jwnE®) fo 9x2 Wm(x)dx

Py 132wy (x) ((QAwnz—jwnCE) _
1(E+jme*)f0 dx? W (x)dx + J(E+jwnE*)

A mz_- mC l
@ 1((‘:5+ jw]:E*)E)) Jo Wn (Wi, (x)dx = 0

Uwzgledniajgc warunki brzegowe (3.19), (3.20) i (3.21) oraz upraszczajac

réwnanie (3.36) otrzymano

0Awn%—jwnCg _ QAwmz—jmeE) l _
( J(E+jwnE*) J(E+jwmE*) fO Wi ()W (x)dx = 0

Poniewaz w,, # w,, gdy m # n, to

0 m#n
l
YE = fo w2 (x)dx m=n

S W (W () dx = {

36



Poszukiwany warunek ortogonalnosci okreslony jest poprzez wzér (3.38).

3.3 Sformutowanie zagadnienia statecznos$ci dynamicznej

W celu sformutowania zagadnienia statecznosci dynamicznej uktadu
wykorzystano rozwigzanie réwnania jego ruchu (3.8) w postaci szeregu funkcji
wiasnych uktadu (3.13).

Po podstawieniu funkcji wtasnych (3.13) do réwnania (3.8) otrzymano

0* Yoo wn ()T (t) 85 Yoy wn ()T (£)

4 02 Y% wn ()Ty(t)

JE axt +JE” e +o - + (Py +
2 3100 o
S cosS Vt) d Zn:l(;":;(x)Tn(t) + CE d Zn:l"l;r;(X)Tn(t) — 0

Przeksztatcajgc (3.39) otrzymano

0% wn(x) 9*wp(x) aTn(t)

84—

92 Wn(x)

i, (JE =

92 Wn(x)

T,(t) + JE* + P T,(t) +

S cosvt

aTn(t) aTn(t)
Ta(6) + wn ()04 =52 + wy (1) T22) =0

Réwnanie (3.40) przemnozone przez mtg funkcje wtasng w,, (x) przyjmuje postaé

o 9*wn (%) 0%wn(x) ¥« 0%wr () 6Tn(t)
Y1 ((]E L Wi () + Py 155 m<x)>T () + JE" = i (1) =2

2 W T (6) + W (Wi ()AL 4 v ()W (O C arnm)

S cos vt

Przemnozone przez funkcje w,, (x) réwnanie (3.17) po rozdzieleniu zmiennych dla

rrtej funkcji wtasnej przyjmuje postac
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3*wy () 92 Wn(x)

]E dxt m()+P0

win (%) = (eAw? — jwCg)wy ()W (x) —

0* Wn(x)

jwJE* Wi (%)

Podstawiajgc (3.42) do (3.41) otrzymano

0* Wn(x)

Yin=1 (((QAO) — jwCg)wn ()wn (x) — jwJE* Wi () +

92 Wn(x)

S cosvt

m(x)> Tn(®) + (]E* = W) Wi () + Wn(X)Wm(x)CE) aTgt(t) +

02T,
0Aw,, (xX)w,, (x) 6t2(t)> =0

Istotne znaczenie, co pokazano w pracy [177], ma w réwnaniu (3.43) jedynie
pierwszy wyraz sumy. W pracy analizowany jest rezonans parametryczny dla
pierwszej (podstawowej) czestosci drgan uktadu n = 1 (w dalszych rozwazaniach
pominieto dolny indeks dla czestos$ci podstawowej), co przy uwzglednieniu

warunku ortogonalnosci (3.38) pozwala przeksztatci¢ rownanie (3.43) do postaci

T Aw? — iwC I 5 dx — iwlE* 19*w(x) d
)  (Aw? — jwCy) f w2(x)dx - joJE* ;22w (x) dx +

Scosvt fla w0

w(x)dx ) ZTO o [ w2 (x)dx + 29 (g f“’ 28 w(x) dx +

at2

Cy folwz(x)dx) =0

Dzielgc obustronnie réwnanie (3.44) przez oA fol w2 (x)dx otrzymano

92T (1) N g + fla aWE:C)W(X) dx \ aT(t) w2 - joCg JwJE* fla angc)w(x) dx 4
ot? oA 0A fo w2(x)dx at oA 0A fo w2 (x)dx

1o
e ()

————Scos vt) T(t)=0
oA fowz(x)dx

Podstawiajgc 7 = vt do réwnania (3.45) otrzymano
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la4w(x)

« la4w(x) . «
9°T(7) ( Cg JE* [ 2% w(x)dx) T (1) n (w_z_ijE_J“’]E o % w(x)dx+

at? QAV? 0Av? f(f w2(x)dx ot vz pAvV? pAV2 fol w2(x)dx

fcfazang)w(x)dx s
=0 —cost |T(7) =0
QAfOWZ(x)dx v

Wyznaczone réwnanie (3.46) ma forme réwnania Mathieu, w ktérym uwzgledniono

ttumienie drgan i mozna je przedstawic¢ za [178] jako

2
24T (1) +c aT (1)

o o (6+e€cosT)T(1) =0

gdzie

.l
_ Cg JE foaa";ix)w(x)dx

" pAv? AV2 f;wz(x)dx

la4w(x)

5 w?  jwcp JOJE" [y aw(x)dx
v2 0Av2 0AV? f;wz(x)dx
lazw(x) d
_ sty -2 w(x)dx
VZQAfOlWZ(X)dx

Rozwigzanie réwnania (3.47) prowadzi do wyznaczenia statecznych i
niestatecznych rozwigzan uktadu, w ktérym uwzgledniono ttumienie drgan (rys.
3.2). Obszary rozwigzan niestatecznych na Karcie Strutta zawezajg sie wraz ze

wzrostem ttumienia w badanym uktadzie.
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Rys. 3.2. Wptyw ttumienia na zwiekszenie obszarow rozwigzan statecznych
réwnania Mathieu (Karta Strutta) dla ¢ = 0,1 (szary), ¢ = 0,3 (czerwony), ¢c = 0,6

(z6tty) oraz c= 0,9 (niebieski).

Na rys. 3.2 przedstawiono wptyw wspotczynnika ¢ na zakres rozwigzan
statecznych z réwnania Mathieu (3.47). Dla wartosci ¢ = 0,1 obszar rozwigzan
statecznych oznaczono kolorem szarym. Zwiekszenie wspotczynnika ¢ do
wartosci 0,3 zwieksza obszar, dla ktérego rozwigzania réwnania sg stateczne.
Dalsze zwiekszanie wartosci parametru ¢ do wartosci 0,6 i 0,9 zmniejsza zakres
rozwigzan niestatecznych o obszary zaznaczone na rys. 3.2 kolorami zéttym i

niebieskim.

Réwnanie Mathieu dla uktadu bez ttumienia mozna przedstawi¢ w postaci

92T(7)
912

+(a+bcost)T(r) =0

gdzie
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J-lazw(x)
_ 20 9x2

—pA fol w2(x)dx V?

w(x)dx g

Rozwigzanie réwnania (3.51) jest znane i mozna je réwniez przedstawi¢ w

postaci karty Strutta (rys. 3.3).

2.0

15
210
0.5

0.00 '

Rys. 3.3. Karta Strutta — kolorem biatym zaznaczono rozwigzania stabilne, a

szarym niestabilne rozwigzania réwnania Mathieu.

Wartosci liczbowe parametrow a i b decydujg kazdorazowo czy rozwigzanie lezy w

obszarze statecznych czy niestatecznych rozwigzan na Karcie Strutta.

3.4 Wyznaczenie krzywych przejscia dla pierwszego obszaru

niestatecznego metoda perturbacyjna

Przyktadowy spos6b wyznaczenia krzywych przej$cia (Rys. 3.2 3.3) dla
pierwszego obszaru niestatecznego przedstawiono za pomoca metody matego
parametru. W celu okreslenia wptywu ttumienia na krzywe przejscia w réwnaniu
Mathieu (3.47) wykorzystano metode rozwinigcia dwoch zmiennych [179], [180],
[181] (two variable expansion method). Aby zastosowa¢ metode perturbaciji
wspotczynnik ttumienia ¢ przeskalowano do 0(e€) poprzez
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skad

10w (x)

y= c _ ( Cg JE* J, pyra(A€d dx) 0AV? f;WZ(x)dx

1 2
€ 0AV?2 0AV? fo W2(x)dx |s fola avzz(x)w(x)dx

Zaktadajgc mate wartosci e podstawiono ¢§ = 7 oraz n = et oraz (3.54) do (3.47) i

otrzymano
32T(&n) 92T (&m) 2 02T(Em) aT(¢,m) aT(€,n) _
T + 2¢ 250y +e€ an? +€ ( T +e€ on )+(6+ecos€)T(§”,n)—O

Nastepnie rozwinieto funkcje T(&,n) i wspoétczynnik § w szeregi potegowe poprzez

T n) =To(€,n) + €Ty (€,n) + -

oraz

5 =80+ €8, + -

Podstawiajac (3.57) do (3.56) i pomijajgc czynnik 0(e?) otrzymano

02(To(Em)+eTy(€,m)) 82(To(Em)+eTy(€,m)) 2 0%(To(Em)+eT1(E1))
o%2 + 2e 2% + € on? +

9(To(Em+eT1(Em) 9(To(EmM+eT1(Em)
ey (AREDLDED)  SEDHLEDN) 4 (5 + € cos €)(To(&, 1) + €Ty (€ ) =

0

Przeksztatcajgc otrzymano
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aZTO(grn) aZTl(frn) aZTO(fﬁn) 2 ale(E'ﬂ) 2 aZTO(E'n) 3 62T1(f'7l)

282 + € 282 + 2e¢ 2%0n + 2¢ 250n + € on? + € on? +
aTo (€M) 2 0T1(EM) 2 0To(Em) 3 6T1(f7l)
o +€ o5 +€ H o +e*u——==+8Ty(&,n) + €Ty(&,n) cos & +

66T1(€! 77) + EZTl(E! 77) Ccos f = 0

Porzadkujgc wyrazy wzgledem tej samej potegi czynnika e otrzymano

0%To(E,m) %1 (§m) 0*To(§m) aTo (&)
—e T OTo(Em) + 6( o5 T 2 om0, tH—5  +To(§m)cosE +

2T (Em) |, 92%To(Em) aT.(&,n) ATy (M)
5T1(¢’,77)>+62(2 Tl 4 T g T 4 TS T (€,m) cos ) +

3 (9T (Em) aTEmY _
6( an? an )_0

Co daje uktad rownan

DD 4 5Ty (Em) = 0

0¢§2
PR 4 TNy TN 7 (6, ) cos § + STy (Em) = 0
D) TRy Ty T 7 (5,1m) cos € = 0
627;77(517) n M@T;(;’,n) -0
Przeksztatcajgc (3.63) otrzymano
D16 = -2 D o

Przeksztatcajgc (3.64) otrzymano

2 92T1(&m) n ’uaTl(f.n)

a&an E

9*To(§m) aTo(§m)
FTy(Em) cos§ = — T2, CT0 6
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Réwnanie (3.62) jest rownaniem ruchu prostego oscylatora harmonicznego i jego

rozwigzanie ogolne przyjmuje postac

To(§,m) = A(n)cosV&s + B(n)sinV§§

Warto zauwazy¢, ze amplitudy rozwigzania ogélnego sg zalezne od 7.

Podstawiajgc (3.68) do (3.66) otrzymano

2’1 (&, dA i d
Zf(f") + 0T, (&,m) = =2 (—#\/Ssm\/&( + %\/Scos\/gf) _

u(—A(n)\/gsin\/SE + B(n)\/gcosﬁf) — A(n)cosV§¢ cos & — B(n)sinV5¢ cos &

Przeksztatcajgc otrzymano

_627(;1;577) + 0Ty () = 2952 VEsiny5¢ — 22 BcosV8E + uA()V8siny5¢ -

uB(m)VEcosVEé — A(n)cosvV S cos & — B(n)sinV6E cos &

Zamieniajac iloczyny funkcji trygonometrycznych na sumy otrzymano

f’zggm + 8Ty (§,m) =2 %?ﬁsim/&f —2 di—fj)ﬁcosﬁf + HA()VEsinV5¢ —

uB(M)V8cosV5E — #(cos(\/g + 1)& + cos(V6 — 1)¢) — @(Sin(\/g +1)& —
sin(\/g — 1)5)

Pierwsze dwa cztony prawej strony rownania reprezentujg warunki rezonansowe i

mogg powodowac niestabilnos¢ rozwigzania. W przypadku gdy

dA(m) _ dB(m) _ 0
an g
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czton &2 (")

—= & wystepujacy przy funkcji cosinus réwnania (3.71) nie wptywa na
rozwiqzanle i nie wystepuje zjawisko rezonansu parametrycznego. W przypadku

podstawienia § = % i u = 0 (brak ttumienia) do réwnania (3.71) otrzymano

2’1 (Em) | 1 _dA(m) . § aB(m) ¢ A 3¢ AN
T+ZT1(€,77)— ay Sy — = =cos T — = (cos +cosz)

3(277) (sm 3¢ — sin g)

Przeksztatcajgc otrzymano

1) | 1 _dAG) . §_dBGD  §_AW) 36 AG) € BG) . 36
25 +-T(,n) = qy Sy — =, = C0S7— = oS S Cos~——=sin=>+

Msini

2 2

2

&2 2 2 dn 2 2
B(m) . 3
() sin 3%
2 2

co pozwolito na otrzymanie dodatkowych warunkéw rezonansowych okreslonych

jako

dA(m) _ B dB(m) _ A N d?A(m) _ Al
dn 2’ an 2 anz 4

Wartos¢ parametru § = i powoduje niestabilnos¢, a A(n) i B(n) rosna

wyktadniczo. W przedstawionym przyktadzie dochodzi do rezonansu
subharmonicznego, w ktorym czestotliwos¢ wymuszenia jest dwukrotnoscia

czestotliwosci wtasnej.

Po wstawieniu rozwiniecia w szereg potegowy § wzgledem e z réwnania (3.58) do

réwnania (3.66) oraz dla ¢ = 0 (brak ttumienia) otrzymano
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9211 (§m) 6 To(&m)
s T = —2 5 = 81To(§,m) — To(&,1) cos €

Warunki rezonansowe dla réwnania (3.77) przyjmujg postaé

LD = (5-3)BOD, ER=—(6,+3)A0) = L+ (6, +3)A0) =0

Warunki (3.78) spetniajg funkcje sinus i cosinus odpowiednio dla A(n) i B(n) przy
5% — i > 0, czyli gdy 6; > % lub §; < —%. Przedstawione krzywe reprezentujg
krzywe stabilnosci w przestrzeni 6 - € jako

§=21-+0(?)

-l>|>—l

Réwnania (3.68) i (3.79) odpowiadajg obszarowi niestabilnos$ci z miejscem

zerowymw § = i.
W przypadku uktadu ttumionego u # 0 réwnanie (3.77) przyjmuje postac

9’1 (§m) aT(f) 9To(§,1)

Odpowiednie pochodne —*+ dA(”) dB(’?)

przyjmujg postac

dA(m) _ p 1 dB(n) _ 1 U
L= —Lam + (6 -3) B, L =-(8+3)Am) -5B®

Uktad réwnan (3.81) mozna rozwigzaé przyjmujac za rozwigzania
A(n) = Age™, B() = BoeM

Nietrywialne rozwigzanie otrzymuje sie dla

46



z czego wynika, ze

Dla wyznaczenia przejscia miedzy stanem stabilnym i niestabilnym nalezy przyjac

A = 0iwyznaczy¢ wartosc 6,

61 = i_ o

Dla pierwszego obszaru stabilnosci wyznaczono relacje

1 J1-u? 1, Ve?—c?
§=-4+eX—"—+0(?)=-+ + 0(€?)
4 2 4 2
0.30 , =
0.25
0.20
Cc
w 0.15 b
0.03
0.10 0.06
m 0.1
0.05
%10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Rys. 3.4. Wptyw ttumienia wiskotycznego ¢ na obszar niestateczny (zacieniony)

rozwigzania rownania Mathieu.

Korzystajac z relacji (3.86) przedstawiono na rys. 3.4 wptyw wspétczynnika

ttumienia ¢ na pierwszy obszar niestateczny rownania Mathieu. Wraz ze wzrostem
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wartosci wspétczynnika ttumienia zmniejszata sie powierzchnia obszaru
niestabilnych rozwigzan rownania. Minimum wartosci wspotczynnika e zwigkszato
swojg wartos¢ wraz ze wzrostem wspotczynnika ttumienia c i powstawat coraz
wiekszy obszar mozliwych rozwigzan statecznych pod krzywa przejscia dzielgca

obszary stateczne i niestateczne.

3.5 Przyktadowe wyniki badan statecznosci dynamicznej prostej belki

3.5.1 Badania wptywu rodzaju materiatu na stateczno$¢ dynamiczng belki bez

uwzglednienia ttumienia

Jako przyktad rozwigzania statecznosci dynamicznej prostego uktadu
niettumionego (belki Bernoulliego-Eulera) wybrano belki wykonane z réznych
materiatéw. Przyjeto dtugosc¢ belki rowng | = 3 m oraz kwadratowy przekroj
poprzeczny o polu powierzchni A = 0,09 m2. Przyjeto warto$¢ krytycznej osiowej
sity $ciskajacej dla belki wykonanej ze stali réwng P. = 9,32676 - 107N, stata
sktadowa obcigzenia wynosita P, = 5%P,, podobnie zmienna sktadowa obcigzenia
wynosita S = 5%P.. Moment bezwtadnos$ci przekroju wynosit ] = 675 - 107 °m*.
Wtasnosci materiatowe belek dla r6znych materiatéw uzytych w symulacji podano

w tabeli 3.1.

Tabela 3.1 Wtasnos$ci materiatéw wykorzystanych do analizy statecznosci

dynamicznej belek Bernoulliego-Eulera[182].

Gesto$¢ materiatu

_ Modut Younga
Materiat kg
@ s

E [GPa]

210 7860

125 8900
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Aluminium 70 2700

116 4500

W celu znalezienia, pierwszych trzech czestosci drgan wtasnych rozwigzania
ogdlnego réwnania przemieszczen opisanego wzorem (3.22) wyznaczono uktad
réwnan, podstawiajgc réwnanie (3.22) i jego odpowiednie pochodne do warunkéw
brzegowych (3.19), (3.20) i (3.21),dla E* = 0i Cg = 0, ktory przeksztatcono do

postaci macierzowej. Macierz [A](w) przyjeta postac

[A](w) =
1 0 1 0
cosh(al) sinh(al) cos(Bl) sin(Bl)
E]a? 0 —EJ B? 0

EJa? cosh(al) EJa?sinh(al) —EJB%cos(Bl) —EJ B?sin(Bl)

Korzystajgc z rownan (3.87) i (3.26) wyznaczono wartosci trzech pierwszych

czestosci drgan analizowanych belek i przedstawiono je w tabeli 3.2.

Tabela 3.2 Wyznaczone czestosci drgan belek.

Materiat Re(ws)

Stal 483,473 1956,19 4410,66

Miedz 346,831 1414,67 3194,26

Aluminium 461,292 1912,38 4330,27
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Tytan 468,905 1915,59 4326,52

W celu wyznaczenia funkcji wtasnych belki dla wyznaczonych czestosci drgan
zastosowano normalizacje statych réwnania przemieszczen (3.87) do wartosci

statej C; = 1 przeksztatcajgc réwnanie macierzowe (3.87) do postaci

sinh(al) cos(Bl) sin(Bl) C,
0 —E ] B? 0 ] [03] -
EJa?sinh(al) —EJ B%cos(Bl) —EJ B?sin(Bl)[1Ca
— cosh(al)
—E]a?
—EJa? cosh(al)
co po dalszym przeksztatceniu daje
G,
2]
Cy
sinh(al) cos(Bl) sin(B1) - — cosh(al)
0 —E ] B2 0 —EJ a? ]
EJa?sinh(al) —EJ B?cos(Bl) —EJ B?sin(Bl) —EJa? cosh(al)

Na podstawie réwnania (3.89) wyznaczono wartos$ci parametréw C;.

Dla danych materiatow okreslono parametry ai b rownania Mathieu z rownan

(3.52) i (3.53) i naniesiono na karte Strutta (rysunek 3.5).

0.4 I] y Aluminium

/
0.3 /

/ ' Tytan

202 o / Miedz
///’ Stal
0.1 ’ué/

0.0
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Rys. 3.5. Relacje miedzy wspotczynnikami ai b dla analizowanych materiatéw

naniesione na karte Strutta.

Jak mozna zauwazy¢ na rysunku 3.5 rozwigzaniami najmniej stabilnymi przy tych
samych wymiarach geometrycznych i obcigzeniu charakteryzowata sie belka
wykonana z aluminium (rozwigzania w postaci linii prostej na dtuzszych odcinkach
lezg w obszarach niestatecznych rozwigzan). Belki wykonane z tytanu i miedzi
mimo duzych réznic w czestosciach wtasnych charakteryzowaty sie zblizong
statecznoscig dynamiczng na korzys¢ kolumny wykonanej z miedzi. Natomiast

najbardziej stabilne rozwigzania uzyskano dla kolumny wykonanej ze stali.

3.5.2 Badanie wptywu ttumienia na stateczno$é dynamiczng belki Bernoulliego-

Eulera

3.5.2. 1 Okreslenie bezwymiarowych wspofczynnikow tfumienia

W celu analizy wptywu réznych rodzajoéw ttumienia na statecznos¢ dynamiczng
analizowanej belki wprowadzono bezwymiarowe wspétczynniki ttumienia w

postaci:

dla ttumienia wewnetrznego H =

Cgl?

JPAE]

dla ttumienia zewnetrznego N =

Cr
1./pAE]

dla ttumienia konstrukcyjnego M =

Na podstawie przeprowadzonych badan w pracach [183], [184], [185], [186]
bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia wewnetrznego dla jednorodnych stali
konstrukcyjnych zawiera sie w przedziale 0,001 < H < 0,002. Do obliczen przyjeto
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wartos¢ H = 0,001, a ponadto w celu wykazania zmian wptywu ttumienia
wewnetrznego na statecznos$¢ uktadu przeprowadzono badania dla zakresu 0 <
H < 0,004.

Gestosc i wrasciwosci reologiczne osrodka wptywajg na drgania rozpatrywanego
uktadu. Przyktadowo stodka woda stojgca o gestosci p = 1000 kg/m?® ma
wspotczynnik thumienia C; = 1,0041 - 1073 Ns/m?, co odpowiada N = 0,2854 - 10~
[184], [185]. Do badania wptywu osrodka na drgania uktadu przyjete zostaty
bezwymiarowe wartosci wspétczynnika ttumienia zewnetrznego w zakresie 0 <

N < 1000.

Bezwymiarowy wspétczynnik wiskotycznego ttumienia konstrukcyjnego w
podporach przegubowych belki przyjmuje wartos¢ M = 0 przy braku ttumienia w
podporach, a gdy M — oo podpora zmienia swéj charakter, z uwagi na blokowanie
ruchu obrotowego, z mocowania przegubowego na sztywne. Na podstawie prac
[68],[98],[110], [111], [114], [115], [124], [187], [188], [189], [190] okreslono

optymalng wartos¢ wspétczynnika ttumienia rowng M = 0,4.

3.5.2.2 Wptyw ttumienia na statecznosc dynamiczna belki

W celu zbadania wptywu ttumienia na statecznos¢ dynamiczng belki, rozwigzano
zagadnienie statecznosci dynamicznej prostej belki Bernoulliego-Eulera
przedstawionej na rys. 3.1. Parametry geometryczne i materiatowe belek byty

zgodne z uzytymi w podrozdziale 3.5.1.

Otrzymane rozwigzanie ogdlne (3.73) i jego odpowiednie pochodne podstawiono
do warunkéw brzegowych (3.69)—(3.72) i otrzymano uktad réwnan [A](w), ktéry

po podstawieniu J* = J(E + jwE™*) oraz C; = jwCkr mozna przedstawic jako
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[Al(w) =

1 0 1
[ cosh(ay 1) sinh(ay4 1) cos(Bq 1) sin(By 1) ]
| rd ~ayC ~J'B: —BuCi |
l ayCr sinh(agy 1) +) <ad(,',’§ cosh(ay 1) +) (—,B’dC,}‘ sin(B4 1) +) (ﬁdC{g cos(By ) + J
+J*ag cosh(ag 1) +J*ag sinh(ag 1) —J*Bi cos(Ba D) —J*Bé sin(Ba D)

Korzystajgc z réwnan (3.93) i (3.26) wyznaczono trzy pierwsze wartosci wtasne
analizowanych belek dla wybranych wartosci ttumienia i przedstawiono je w tabeli
3.3.

Tabela 3.3 Wyznaczone wartosci wtasne belek wykonanych ze stali konstrukcyjnej

dla wybranych przypadkoéw ttumienia.

— --

0 0 18.5 0 4.26

483,473 +0 483.26 + 150.569 + 483.467 + 467.957 +

i 49.454 j 459.429 | 2.42246 | 122.511]

441066 +0 448625+  4386.67 + 4406.29 + 4413.77 +
i 443.051 | 459.429 | 196.219 253.874 ]
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0.201505 - 0.249987 - 0.222245 -

0.25 0.25
0.147972 ] 0.002505j 0.106016 j
0.0012142 + 0.0062321 - 0.00773156 - 0.0076227 -
0.00773194
0.0100347j  0.0045765 0.00007748 j 0.00036487 j

W celu wyznaczenia funkcji wtasnych obliczono state catkowania w rozwigzaniu
(3.22). Przyjmujac normalizacje do statej C; = 1 réwnania (3.69)—(3.72) po

uwzglednieniu (3.22) przeksztatcono do postaci

c I[ sinh(agy 1) cos(By 1) sin(By 1) ]I‘l
2 —ayCy —J*B& —B4C;; | .
[gi] B l(adeS cosh(ay 1) +) (—ﬁdCﬁ sin(B; 1) +) (,BdC,’Q cos(By 1) +)J
+J*ag sinh(ag 1) ~J* B cos(Ba ) ~J*Bg sin(Bq )

[ —cosh(ay 1) 1

| S

l_ (adC;S sinh(ay 1) +)J
+J*a cosh(ay 1)

Korzystajac z réwnania (3.94) wyznaczono wartosci statych C,, C; i C,, co po
wstawieniu do réwnania (3.22) wraz z wyznaczonymi warto$ciami wtasnymi
pozwolito na okreslenie funkcji wtasnych analizowanych przypadkéw. Otrzymane
funkcje wtasne z kolei umozliwity wyznaczenie parametrow § i e ttumionego

rownania Mathieu.
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0.015
w 0.010
/
0.005
%%20 02 024 026 028 030

Rys. 3.6. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta; brak

ttumienia (przypadek 1 w tabeli 3.3).

0.020,
0.015
w 0.010

0.005

7020 0.22 0.24 0.26 0.28 0.30

Rys. 3.7. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;

uwzglednione ttumienie w podporach belki dla M = 0,05 (przypadek 2 w tabeli 3.3).
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0.20 0.22 0.24 0.26 0.28 0.30
o)

Rys. 3.8. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;

uwzglednione ttumienie osrodka dla N = 18,5 (przypadek 3 w tabeli 3.3).

0.20 0.22 0.24 0.26 0.28 0.30

Rys. 3.9. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;

uwzglednione ttumienie wewnetrzne dla H = 0,001 (przypadek 4 w tabeli 3.3).
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0.28 0.30

Rys. 3.10. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;
uwzglednione ttumienie osrodka dla N = 4,26 oraz ttumienie w podporach belki dla
M = 0,017 (przypadek 5 w tabeli 3.3).

3.5.2.3 Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale przeprowadzono badania wptywu réznych rodzajow
ttumienia na statecznos¢ dynamiczng stalowej jednorodnej belki Bernoulliego-
Eulera przegubowo podpartej na koricach i obcigzonej zmienng sitg osiowa (rys.
3.1). Wartosci wspotczynnikéw ttumienia (N, M i H), czestosci wtasne w; (dla
uktadu bez ttumienia) i wartosci wtasne (dla belki z ttumieniem drgan),
wspotczynnik ttumienia ¢ wptywajgcy na ksztatt krzywej przejscia miedzy
obszarami statecznymi i niestatecznymi rozwigzania réwnania Mathieu oraz
wspotczynnik e dla pierwszego obszaru niestatecznosci uktadu e—§ zostaty
przedstawione w tabeli 3.3. Relacje miedzy parametrami & i e naniesione na karte
Strutta dla analizowanych przypadkéw zaprezentowano na rysunkach 3.6—3.10.
Przypadek dla uktadu bez ttumienia przedstawiono na rys 3.6. Obszar, dla ktérego
rozwigzanie rownania Mathieu ma rozwigzania niestateczne to obszar
zacieniowany. Uwzglednienie ttumienia konstrukcyjnego w podporach belki
zwiekszyto stateczno$é dynamiczng uktadu (rys. 3.7). Ttumienie osrodka
zmniejszyto obszar niestateczny (rys 3.8) i spowodowato, ze uktad w catym
analizowanym zakresie § miat rozwigzania stateczne. Ttumienie wewnetrzne nie
spowodowato znaczgcych zmian statecznosci w stosunku do uktadu

niettumionego (rys. 3.9). Jednoczesne uwzglednienie ttumienia osrodka i podpér
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(rys. 3.10) znaczaco wptyneto na stateczno$¢ dynamiczng analizowanego
przypadku przenoszac rozwigzania w obszar rozwigzan statecznych w catym

badanym zakresie.

58



4 Uktad zmiany wysiegu zurawia samochodowego z

uwzglednieniem ttumienia

4.1 Sformutowanie i rozwigzanie zagadnienia brzegowego

W niniejszym podrozdziale, sformutowano i rozwigzano zagadnienie brzegowe
drgan poprzecznych uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego, w
ptaszczyznie podnoszenia wysiegnika. W modelu fizycznym uwzgledniono
dyssypacje energii w podporach mocujgcych do ramy podwozia, sitownik
hydrauliczny i wysiegnik teleskopowy. Ponadto uwzgledniono ttumienie osrodka, w
ktorym znajduje sie zuraw oraz ttumienie wewnetrzne materiatu lepkosprezystego
belek Bernoulliego—Eulera modelujgcych analizowany uktad (model reologiczny
Kelvina-Voigta). Rozwazanym uktadem byt uktad zmiany wysiegu zurawia
samochodowego DST0285, ktéry zostat pokazany w wersji transportowej na rys.
4.1 i z podniesionym i rozsunietym wysiegnikiem na rys. 4.2. Zuraw pozwala na
transport tadunkéw o masie do 28 ton przy masie wtasnej 28 ton dysponujgc
wysiegnikiem podstawowym o dtugosci 24 m. Zuraw moze byé doposazony w 8
metrowy wysiegnik pomocniczy co pozwala na transport tadunku na wysokos¢ 34
metry. Na rys. 4.3 oraz 4.4 przedstawiono odpowiednio tablice udzwigow i
wysiegu oraz wymiary znamionowe zurawia samochodowego FABLOK DST0285.
Rysunek 4.5 przedstawia schemat fizyczny uktadu zmiany wysiegu zurawia
samochodowego DST0285.
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Rys. 4.1. Zuraw samochodowy FABLOK DST0285 [191].

Rys. 4.2. Roztozony zuraw samochodowy FABLOK DST0285 [192].
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Rys. 4.3. Tablica udzwigdéw i wysiegu zurawia FABLOK DST0285 [193].

Rys. 4.4. Wymiary znamionowe zurawia samochodowego FABLOK DST0285 [193].
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Rys. 4.5. Schemat fizyczny uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego
DST0285.

Przedstawiony na schemacie uktad sktada sie z wysiegnika teleskopowego oraz
sitownika hydraulicznego modelowanych przy uzyciu belek Bernoulliego—Eulera.
Sitownik hydrauliczny sktada sie z cylindra, ktérego belki modelujgce opisano
indeksami 7i 2oraz ttoczyska modelowanego belkami oznaczonymi odpowiednio
3i 4, gdzie I, = l5. Wspodtczynnik k; modeluje sztywnos¢ cieczy w cylindrze jako
liniowa sprezyne translacyjna. Elementy belkowe oznaczone indeksami 5i 6 sg
modelem belkowym rzeczywistego tréjcztonowego wysiegnika teleskopowego
zurawia samochodowego, ktérego masa zastepcza jest modelowana elementem
dyskretnym M,. Rozpraszanie energii w rozpatrywanym uktadzie wystepuje na
skutek wiskotycznego ttumienia zewnetrznego o wspoétczynniku ttumienia Cg,
oporéw ruchu w podporach modelowanych wiskotycznymi ttumikami rotacyjnymi
o wspoétczynnikach ttumienia Cg, i Cx, odpowiednio dla podpory wysiegnika oraz

sitownika zmiany wysiegu oraz poprzez ttumienie wewnetrzne charakteryzowane
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wspotczynnikami lepkosci materiatu E;. Poderwanie lub zatrzymanie w czasie
opuszczania zawieszonego na linie tadunku o masie m obcigza uktad sitg

zewnetrzng w postaci
P(t) = Py + Scosvt 4.1)
gdzie P, = m g to czesc¢ stata obcigzenia, natomiast Sto czes¢ zmienna

obcigzenia. Odpowiednie sity wzdtuzne dla poszczegdlnych belek przyjmuja

postac
Py (t) = Ps(t) = (Py + Scosvt) sing (4.2)

Py(t) = P5(£) = P,(t) = (P + Scosve) (1 + ﬁ—s) cose (4.3)

sing

Sprezystos¢ uktadu linowego modelowana jest wspotczynnikiem sprezystosci k.

Katy ¢ i y okreslajg geometrie uktadu.

Zagadnienie drgan poprzecznych uktadu rozwigzano z wykorzystaniem zasady
wariacyjnej Hamiltona dla uktadéw niekonserwatywnych [176], ktérg mozna

przedstawic jako
tz ty _
ft1 (6T —6V)dt + ftl SWydt=0

Energia kinetyczna uktadu T zostata okreslona poprzez

= B oy (ZCO)? g g Ly, (200 1 (95200)°

a jej wariacja po zastosowaniu odpowiednich przeksztatcen i skorzystaniu z

zaleznosci, ze Sw;(x;, t) =0 przyt =t; i t = t,, gdzie n jest liczbg elementow

belkowych uktadu, wynosi
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tp 0 [OW;(xi,t) t, 02W,(0,t)
6T = — Z?=1 QiAi tlza (T) 6Wi(xi, t) dt - sz 2 ai_z 6W6(0 t) dt -
2
m f: 2 ;Ctzz(t) 5x,(t) dt
Energia potencjalna uktadu zostata okreslona jako
%W (x;,t ow;(x;t
V= i g (P g, o) [ (2 dxi]+
%kl (We(0,8) siny)® + kz(xz(t) —
W (lg, t) cos ¢)?
Natomiast jej wariacja zostata okreslona jako
xi=l;
P l £ W(xlt)aaw(xlt)| —E,jla W(xlt)gw(xl’t)l =ty
By J; T oW (i, ©) dx; — Py(O) P2 W, e, OIS +
P;(t) fl Al (x‘ D sw, (x;, t) dxll + ky siny Wg(0,t)8(Wg(0,t) siny) +

kz(xz(t) — We(lg, t) cos @) (6xz(t) —
SW¢(lg, t) cos @)

Prace wirtualng sit niezachowawczych wyznaczono jako

L L

n
°W;(x;, 1) oW;(x;, t)
SWy = Z —f E ], ———— W;(x;, t) dx; — f Cp——— W (x;, t) dx;
| dx}ot ) at

°Ws(0,t) aWs(0,t) °W,(0,6) aw,(0,¢t)
R1 5 — Cr2 5
x50t 0xs Jdx,0t 0x4

i=l
oL Wit Wi, 0"
booxjot 0x;

xl':li}
x;=0

x;=0

. *W;(x;,t)
- Ei ]i 6;30:5 6Wl (xi: t)
l
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Podstawiajac (4.6), (4.8) i (4.9) do réwnania (4.4) otrzymano

3Wi(xi,t) a*Wi(x,t) 2w, (xl £) W, (xit)
I (fo ( i= 1{ ]iW_EJia—acf‘ Py(t) == — 0,4y 5= —

OWi(xpt) oW, (xl t) o PW0) o OW,(x;,t) K=l
CE ot }) 6Wi(xi, t) dxl- +Z?= ( J Ei ]i ax?at )6 o, |

1y B TG 4 p (1) A g, SV Wg(;f;”}awi(xi,t)lijié’ -
(Fea iy 20, ) + M, 212 ”) SW (0,8 + (kzCez(6) —
atw aw otw ow
Wi(ls, 1) cos ) cos ¢ W s(le, ) + Cy 52022 6 220 — Cp DO 5 22100

<m‘3 20 4 f,(x5(t) — W (L, t) cos <p)) 5xZ(t)) dt =0

Z réwnania (4.10) okreslono uktad rézniczkowych réwnan ruchu drgan

poprzecznych modelu jako

*wi(x;,t)
E. AN A Tt
l]l ax4-

i

’PwW; (xl t)
i 6x4at

92w, (xl t) 62Wi(xi,t)

at2

oW (x,t) _
ot

+ E;"J + Pi(t) —=—+ 0i4; + Cg

Dzielgc obie strony przez E;J; otrzymano

34Wi(xi,t)_l_Ei*]i@SWi(xi.t) Pi(t)azwi(xi:t)+QiAi62Wi(xirf)_I_iawi(xirf)

ox} EiJ; Ox}ot EiJ;  9x} EiJ;  0t2 EiJ; ot

=0

Na podstawie rys. 4.5 geometryczne warunki brzegowe oraz warunki ciggtosci

uktadu sg nastepujgce

Wl(O, t) = 0

Wi(ly, t) = W5(0,t)

OW1(ly,t) _ oW (0,t)
0x4 - 0x,
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W,(0,t) = W5(0,t)

W, (1, t) = W5(l3,t)

Ws(ls, t) = Wo(0,t)

OW3(l3,6) _ dW4(0,t)
6x3 - 0x4_

W5(0, t) =0

Ws(ls, t) = We(0,t)

OWs(st) _ dWs(0,t)
Oxsg - Oxg

W4(l4, t) = WG(O, t) cosy

Uwzgledniajgc w réwnaniu (4.10) warunki geometryczne i ciggtosci wyznaczono

naturalne warunki brzegowe w postaci:

92wy (0,t) 23w, (0,t) °wy(0,6)
EiJi —al +Ei'h Y ;at == Rz—axllat
92w, (1,,0) 23w, (1,,0)
Eoly =g 4 By 5 52 = 0

92wy (11,0 33wy (11,0 %W, (0,t) £, 03W5(0,0)
EiJ; 227 +E' Toxtor = E3), o +E ], ox20t
22ws5(0,t) a3w5(0,0)
53]3;"‘53 JE axzat =
02ws5(13,0) 23w (13,0) 92w, (0,) «, 03W,(00)
EsJs # + E; ]3 +ai = E4J4 aii + Ey J4 6x:%6t
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a2 W4.(l4. t) 93 Wy (la,t)

=0
dx2at

Eyfs +Ey 4

92 ws(z5 £) 3Ws(ls,) 8°Ws(Is,t)

Es]s +Es’Js axZor ~ CR1 oo

92 W5(15 t) n Es ]5 a3 Wsz((;i t) E6]66 W6(0 t) 03Ws(0,0)

Ess ax2dt

+E¢'Js

0% W6(l6 t) 03Wg(lg,t)

dx20t =0

EeJs +Es'Je

93wy (11,t) 0W1(11 t) o'Wy (1y,t)

23w, (0,0) . dtw,(0,0)
Eh— st PO+ B — 5, . Py

- Ez]z— Ey T, ox300

63W3 (0 t) a*ws(0,0)

ax3at

" oW5(0,t)
E3J; —E3’ ], —P3(t)637=0

23 W2(12 t) a*tw,(1,, t)

33wz (13,t)
Bofo— T By o

*ws(13,t) *Wa(0t)

+ E3/3 + E5’J, odor 4Ja 223

E a*w, (o, ) _
'ly ax3ot

a3 W6(16 t) 0*We(l6,t)

axiot

6W6 Igt)

EcJe +Es’Js

+ Pg(t)

= —(kz (xz(t) —

We(lg, t) cos (p)) cos @

a3 W5 (15 t) 0*Ws(1s,0) 93We(0,t) 24wy (o, t)

, 93 w(z 3
+ESJST EeJe—a — Es'Js 501 ox30t [54]4 e

EsJs

" Wa(ly,t)
ax3at

%W (0,t)

+ Py () ez

osy — ki (siny)?Ws(0,t) — M, =0

OW(Z t)
E4—]4 e ]

9 xz(t) + kz(xz(t) — We(lg, t) cosp) =0

Rozwigzanie uktadu réwnan (4.12) przewidywane jest jako szereg funkcji

witasnych

Wi(x;, t) = X1 Win (x) T (£)
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gdzie w;, (x;) jest g funkcjg wtasng, a T,,(t) jest nieznang funkcjg czasu, /=
1,2..6.

Podobnie jak w przypadku pojedynczej belki, aby wyznaczy¢ funkcje wtasne nalezy
rozwigzac zagadnienie drgan uktadu przy zatozeniu, ze cze$¢ zmienna obcigzenia

Sjest rowna 0.

W celu rozdzielenia zmiennych w réwnaniach (4.12) oraz w warunkach

brzegowych, (4.13)-(4.37) przyjeto:
W;(x;, t) = wi(x;)e/®t
x,(t) = x e/t

Podstawiajgc (4.39) i (4.40) w réwnaniach (4.11) i w warunkach (4.13)-(4.37)

otrzymano nastepujgce rownania ruchu

o* Wl(xl) 22w, (x;,t)
2

e/t (EJ; + jwE; ]) + e/®tP; sin ¢ — el A;w?w;(x;) +

i

e/ jwCpw;(x;) = 0
Po podzieleniu obu stron réwnania przez e/**(E;J; + jwE;"J,) otrzymano

*wi(xp) Pising 9%wi(x;) 0iAjw?—jwCg

ax} EiJi+jwE], 9x? EiJi+joE;], w;(x;) =0
. P;si A C
Po podstawieniu d; = |22 oraz 0, = |44 J9Ck j yystawiajac do (4.42)
EiJitjwE]; EiJi+jwE;");

otrzymano

64wi(xl) 3 wi (xl)

4
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Geometryczne i naturalne warunki brzegowe oraz warunki ciggtosci z réwnan

(4.13)-(4.37) po rozdzieleniu zmiennych przyjmujg postaé

w;(0) =0

wi1(l) —w2(0) =0

owi(ly) _ awy(0) _
6x1 0x2

w,(0) —w3(0) =0

wo(ly) —ws3(l3) =0

w3 (l3) —w,(0) =0

aws(ls) _ awa(0) _
Ox3 0xy

Wsg (0) =0

ws(ls) —we(0) =0

aws(ls) _ aws(0) _
Oxs 0xg

w4 (1) —we(0) cosy = 0

92w (0) ow1(0)
L=+ jwCpy —all

(E )y + jwE, 1) =0

(E2J, + jwE, fz)aw—zz(lZ) 0

02 W1(11)

92w, (0)
— (E,J, + jwE, ]z)w—z =0
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92 W3 (0)

(E3J3 + jwE3"]3) =0

(EsJs + jwEs'J3) z W3(l3) — (EsJs + jEL ) —5— z W4(0) =0
(Buls + joEy ) 2l = o
(EsJs + joFs'J5) Toi® — ooy 2202 = 0
(EsJs + jwEs™]5) z WS(lS) — (EeJs + jwEg J6) o Wa(o) =0

92 Wé(ls)

(EeJs + jwEs"J6) =0

a3 W1(l1) 93 Wz(O) 93w (0)

(E3]3+wa3*]3) 223 +

(E1]1 + jwE, ]1) (Ezfz + JwE, ]2)

ows (L) _p ows(0)
6x1 3 0x3

P; =0

93 Wz(lz) 93 W3(13) 93 W4(0)

(Ezfz + jwE, ]2) + (E3]3 + jwE; ]3) (E4]4 + jwE, ]4) =0

93 We(le) aWe(l6)

(EeJe + jwEg"J6) + P + (kz(xz W (lg) cos QO)) cosp =0

93 Ws(ls) 93 We(O) 93 W4(l4)

(EsJs + jwEs"J5) — (EgJs + jwEs'J6) + [(Bals — joEL 1) S

P4_ 6\/(\;4(14)] cosy — (kl(Sin )/)2 — MZ(,()Z)W6(0) =0

w?mx; + kz(x; — We(lg) cos @) =0

Rozwigzaniami ogoélnymi uktadu réwnan przemieszczen (4.43) sa funkcje
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w;(x;) = Cy; cosh(a;x;) + Cjp sinh(a;x;) + Cjz3 cos(Bix;) + Ciy sin(f;x;)

gdzie C;, dla k = {1,2,3,4} to state catkowania oraz «; i B; przyjmujag postac

a; =\/—%di2 + [3df + 0

B = \/%ali2 + J3di +0f

Wstawiajgc rozwigzanie (4.69) do rownan (4.44)—(4.68) otrzymano jednorodny
uktad réwnan A wzgledem nieznanych statych C;;.. Uktad ten w postaci

macierzowej zapisano jako
[A](w)C =0
gdzie [A](w) = [apq]; [Pl = (1 —24),aC=[Cy]";i=1,2..6; k ={1,2,3,4}.

W przypadku, gdy przy statych C;;, wyznacznik macierzy wspotczynnikow jest

réwny zero to uktad posiada nietrywialnie rozwigzanie.
detA(w) =0

Niezerowe elementy macierzy [4](w) dla uktadu przedstawionego narys. 4.5
przedstawiono w Dodatku D1. Réwnanie (4.73) pozwala na obliczenie wartosci
witasnych uktadu w. Obliczone wartosci wtasne byty z kolei podstawg do

wyznaczenia funkcji wtasnych badanego uktadu.
4.2 Okreslenie warunku ortogonalnos$ci funkcji wkasnych

Aby rozwing¢ funkcje wtasne w szereg (4.38) zatozono ich ortogonalnosé. W celu

wyznaczenia warunku ortogonalnosci réwnanie (4.11) przeksztatcono do postaci
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o4 Wl(xl) %w; (xl)

ox l

(EL[l + jwE; ]) + P; (QLA w? j(‘)CE)Wi(xi) =0

Réwnanie (4.74) odpowiednio dla n—-tej i m—tej funkcji wtasnej przyjmujg postaé

02win (x;)

+ P — 57 — (0iAiw; — jwnCp)Win(x) = 0

o* Wm(xz)

(EiJi + jownE'],)

9t im (%) 92 im (%) .
(EL]l +]me ] )W—x + Piv‘;T_zx - (QiAinn _]meE)Wim(xi) =0

Po przemnozeniu réwnan (4.75) i (4.76) odpowiednio przez w;,, (x;) i w;, (x;)

otrzymano

84win(xi) 62win(xi)

(BdJi + jonEi ') =5 Wim (x) + Pi—— 5= win () — (0iAiw —

JonCp)Win (x)Win (x;) = 0

6 wlm(xl) 6 wim(xi)

(El]l +]me ]) Wm(xl) + P 9x2 Win(xi) - (QiAiw% -

jmeE)Wim(xi)Win (xl) =0

Nastepnie przeprowadzajac catkowanie réwnan (4.77) i 4.78) w granicach od 0 do

[; otrzymano

L 0%win(xp) l; 0%wipn(x))

(s + jonE/')) Jy' =52 Wim () dx + Py J =22 E wn (), =

. I
(0iAiwf — jwnCp) [ Win (x)win (x)dx, =
0

l; 0* Wim (i) L 02 Wim (X;)

(EdJi + jomE{"],) Jy =52 Win (x)dx, + P; ' =5 Win (x,)dx; —

. I
(0iAiwi — jwmCp) fy Wim (x)win (x)dx; =
0
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Przeprowadzajgc catkowanie przez czesci pierwszej catki z réwnania (4.79)

otrzymano

l; l;
1 3*win(xy) _ Pwin ()| Wi () Pwin ()|
fo ax Wim (x;) dx; = Wi (x;) ox? |, ox; ax? |, +

fl 82w (x;) 82 Wlm(xl.)d
0 ox? ox?

Przeprowadzajgc analogiczne obliczenia dla pierwszej catki z réwnania (4.80)

otrzymano

1 i
1 0*wWim (x; Bwim (x| dwin(x) 8Zwim (x)|™
fl Wim (x;) Win(xi) dxi = Win(xl.) Wim (x;) Win(xi) 0°Wim (x;) |

0 ax} ax3? o x; dx? 0

flla Wim (x;) 02 Wm(xl)d

0 ax? ax?

Podstawiajgc do réwnan (4.79) i (4.80) odpowiednio (4.81) i (4.82) otrzymano

l.
aWim(xi) 3w ()|

Ox; axl?

I 02w () 92w ()
+ dx; | +
J.0 0xi2 6xi2 ¢

(E’Ji +jwnEi*]i) ( im(x7) : Wm(xl)

0 0

1i 02Win (x;) : li
Pi fy' o Wim (x)dx, = (044107 = jonCe) Jy' Wom (x)Win (6, = 0

l.
Wi () 0* Wiy (x|
0x; ox?

1 02w () 0wy ()
+ dx; | +
fO ax? ax? ¢

. * a3wim(xi) l
(EL/l +]mel ]l) Win(xi) 953 o - 0

li azwim(xi) 2 . li _
P: J, Twin(xi)dxi — (0iAiwi — jomCe) Jy Wim (x)win (x))dx; = 0

Odejmujac stronami réwnania (4.83) i (4.84) otrzymano

a3Wim(xi)
— Wi, \X;) ————=—
ln( L) axlS

a lTL( l)
< Lm( ) e
0

li
) +]EL*]L ( m(xl) 2 Wm(x)
0

aWlm(x )0 Wln(x )
n ax 0x?

I
L ow;p (x;) 0 Wlm(xl)
0) + El]l < ) 9x?

xl
li
) n
0

>+ E ] flan(X)a Wlm(x)d (a)n

0

Wi (x;) azWin (x;)

) (X) 63Wim(xi)
0x; 6xi2 it

— Wy W
0

3
0x;

2
0x Xi

4

l.
]E*] w Wi (x;) aZWim(xi) ! _
vt m Jx; ax? 0
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l; 0? in(xi) li 0% Wim (%)
wm) + P; (fo V;T_zxwim(xi)d - f WTme(xl)dx> +

I .
fo Wim(xi)Win(xi)dxi (QiAi(a)rzn - 0),21) _]CE(wm + wn)) =0

Wstawiajgc warunki brzegowe (4.44)—(4.68) do réwnania (4.85) otrzymano

warunek ortogonalnosci w postaci

L 92 in( l)a im(Xi) Li
{]E ]lf - 2x M; zx dx; (Wy — wm) + fo Wim (X)Win (X dx; (QiAi(w% -

ox;

0dlam#n
=0

yadlam=n

WE) = jCs (@ + 0n)}

4.3 Sformutowanie zagadnienia statecznos$ci dynamicznej dla uktadu

zmiany wysiegu zurawia samochodowego

W celu analizy statecznosci dynamicznej badanego uktadu nalezy jego rownanie
ruchu przedstawi¢ w formie réwnania Mathieu. Pierwszym krokiem do
przeksztatcenia réwnania ruchu uktadu (4.11) do postaci réwnania Mathieu jest
podstawienie do niego rozwigzania w postaci szeregu funkcji wtasnych (4.38).

Otrzymujemy wowczas dla n+tej funkcji wtasnej

N | 0idwin () 5 + (E ' SO 4wy (x J)aT‘”(” (B om0 4

l

24, . 2\, .
P; O Win(xi) + Scosvt 97 win(xi) W”‘(x‘)) Tin(t)l =

2 2
0x; 0x;

Po pomnozeniu réwnania (4.87) przez m—tg funkcje wtasng otrzymano
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a2 Tln(t) % a4win(xi)
Zn 1 lQlA Wm(xl)wlm( l) t2 <Ei ]iTwim(xi) +

AT n(6) 9t m( i) 02 win(xy)
CEWin(xi)Wim(xi)> (EL]L Hin Wlm(xl)+PW—lem(xl)+

2\, .
S cos vtag‘T"?(mwim(xi)> Tin(t)l =0

Z kolei z réwnania (4.42) dla r+tej funkcji wtasnej po pomnozeniu przez m-ta

funkcje wtasng otrzymano

0*win (x;) 32 win (xy) ,
Eii =2 Wi (%)) + P =55 Wi () = (014,07 — (0 Cp)Win (X)) Wi () —
L l
JwE], aw‘—"("‘)wlm(xl)

Uwzgledniajgc w (4.88) zalezno$¢ (4.89) otrzymano réwnanie w postaci

(o] 92 i 0 i
znﬂ[emiwin(xi)wim(xi) T (E T T Wi () +

0T in (1) .
CEWin(xi)Wim(xi)>a_t( + <(QiAiw2 — JwCe)Win (X)) Wim (x;) —

JWE;], ot W‘"( i) Wim (x;) + S cos vtﬂwlm(x )) m(t)l

0

Jak wspomniano wczesniej istotne znaczenie w réwnaniu (4.90), za [177], ma
jedynie pierwszy wyraz sumy. Analizowany jest rezonans parametryczny dla
pierwszej (podstawowej) czestosci drgan uktadu n = 1 (indeks w kolejnych
obliczeniach pominiety), co przy uwzglednieniu warunku ortogonalnosci (4.86)

pozwala przeksztatci¢ réwnanie (4.90) do postaci
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e fy wE Cexy S+ (B fy ey (e + G fy wh Ge)dx ) T +

;0% Wl(xl)

<(QiAiw2 _ijE) foliwiz(x)dxl ]wE ]f l(xl)dxl

l; 92 wl(xl)

S cos vtf w; (x; )dxl> T(t)=0

Dzielgc przez g;A; fol" w? (x;)dx; otrzymano

1;0%w;(x)) 10 Wl(xl)
d WE; d
92T(¢) E; ]Lf axl w;(x)dx; N ce \oT® - jch JWE;"J; f l wi(x;)dx;
ot? QiAifolWi (x)dx; Qid; | Ot Qi 0i4; fo w?(x)dx;
éa%m l(xl)dxl
Scosvt — T(t)=0
QiAifo‘Wi (xp)dx;

Po podstawieniu do réwnania (4.92) zaleznosci t = vt otrzymano odpowiednio

1;0 wl(xl)

E d
92T (7) e, I Bl e 4| @2 Jece
at? vZiA; VZQiAifoiwiz(xi)dxi ot vZ o v2giA;
. 2 . .
JWE, fl i27wilxi) W‘(x‘)w {(c)dx; Sfol‘a:;vi‘gxl)wi(xi)dxi
*i
cost |T(r) =0

+ »
v QiAifo wi (x;)dx; v20iA; [iEwl (x)dx;

Réwnanie (4.93) ma forme réwnania Mathieu, w ktérym uwzgledniono ttumienie

drgan
a;:(;) +c aT(T) + (6 +ecost)T(r) =0
gdzie
SR B L Wlf,"l)w (ep)dx;
c = Ce ox

+
n l-
V2 Zi=1 Qi4; v2 2?=1 0i4; jolwiz(xi)dxi
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. v L0%wi(x;)
jwCg Jo X, BT f) a;? Pw;(x;)dx;

§=2_

n l;
v2 v2 Zi=1 0i4; V2 Z?=1 QiA; folwiz(xi)dxi

1,0%w;(x;
S¥iz1 folia;g l)Wi(xi)dxi
15

l.
VZRTL 0id; [t wh(xp)dx;

Wyznaczenie wartosci liczbowych parametréw opisanych zalezno$ciami (4.95),
(4.96) i (4.97) pozwala na okreslenie mozliwosci utraty statecznosci dynamicznej

przez badany uktad.

4.4 Parametry wykorzystywane w modelu

4.4.1 Parametry geometryczne i fizyczne

W pracy analizowano uktad zmiany wysiegu zurawia samochodowego DST0285
(rys. 4.1 irys. 4.2), ktérego model zostat przedstawiony na rys. 4.5. Parametry
fizyczne i geometryczne wykorzystane w badaniach uktadu i zostaty
zamieszczone w tabeli 4.1. Uktad zmiany wysiegu sktada sie z sitownika zmiany
wysiegu, mechanicznego uktadu linowego oraz z trojcztonowego wysiegnika
teleskopowego. Wysiegnik zbudowany jest z cztonu statego oraz dwéch cztondéw

wysuwnych.

W ramach analizowanego modelu fizycznego uktadu uwzgledniono istotne cechy
rzeczywistego obiektu takie jak skokowa zmiennos$¢ sztywnosci belki modelujgcej
wysiegnik teleskopowy, geometrie uktadu okreslong relacjg geometryczng miedzy
katami ¢ i y, wptyw sity na gtowice wysiegnika wynikajgcg z oddziatywania
tadunku zawieszonego na linie, uwzglednienie wptywu cieczy hydraulicznej
sitownika zmiany wysiegu na drgania uktadu modelujgc go poprzez sprezyste
zamocowanie ttoczyska oraz uwzgledniajgc wptyw masy wysiegnika na drgania

analizowanego uktadu.

W modelu przyjeto nastepujgce uproszczenia:
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epodtoze, na ktérym stoi zuraw samochodowy oraz jego podwozie sg
nieodksztatcalne,

erama obrotowa nadwozia moze sie obracac jedynie wokét pionowej osi
podwozia i jest nieodksztatcalna,

enie uwzgledniono kata obrotu wysiegnika na jego dynamike,

ettoczysko sitownika zmiany wysiegu jest uktadem belek podpartym

sprezyscie w kierunku wzdtuznym.

Tabela 4.1 Geometryczne i fizyczne parametry modelu [124], [194].

Parametr Wartosé

lw, — dtugos¢ chowanego elementu drugiego 83
wysiegnika zurawia [m] '

I, — ustawiony skok sitownika teleskopowego [m] 1,435+ 3.160
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H, — wysokos¢ zewnetrzna 2 elementu wysiegnika A

zurawia [m]

h; — wysokos¢ wewnetrzna podstawowego -
elementu wysiegnika zurawia [m] '

h; — wysokos¢ wewnetrzna 3 elementu wysiegnika e
zurawia [m] '

B, — szerokos$c¢ zewnetrzna 2 elementu wysiegnika 0355
zurawia [m] '

b, — szerokos¢ wewnetrzna podstawowego

0,39
elementu wysiegnika dzwigu [m]
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b; — szerokos¢ wewnetrzna 3 elementu wysiegnika 0304
dzwigu [m] '

d. — $rednica wewnetrzna cylindra [m] 0,25

d, — $rednica wewnetrzna ttoka [m] 0,128

0; — gestos¢ materiatu w wysiegniku dzwigu i 2860
cylindrze [kg/m3]

E; — modut Younga dla materiatu wysiegnika 21-10M
dzwigu i cylindra [Pa] |
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R, — odlegtos¢ mocowania sitownika w ramie od
prostej pionowej przechodzgcej przez punkt 1,14

mocowania wysiegnika [m]

Z, — odlegto$¢ mocowania wysiegnika od ramy [m] 0,8

l, — odlegtos¢é miedzy podparciem wysiegnika w o
ramie i podparciem przez sitownik [m] '

H - wysokos¢ stupa cieczy w sitowniku zmiany 0117
wysiegu [m] o

Na podstawie zaleznosci geometrycznych w badanym uktadzie mozna wyznaczy¢

relacje pomiedzy zmiennymi parametrami uktadu.

Zalezno$¢ miedzy wysokoscig stupa cieczy w sitowniku zmiany wysiegu a kagtem

¢ zostata przedstawiona na rys. 4.6.

80
70
— 60
50
40
30

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
H [m]

Rys. 4.6. Wptyw wysokosci stupa cieczy na kat uniesienia wysiegnika.
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Relacja miedzy wartoscig wysuniecia sitownika teleskopowania a dtugoscia

catkowitg wysiegnika, dla badanego zakresu, przedstawiono narys. 4.7.

15.0
14.5
14.0,

%13.5

130
12,5

12.0
16 18 20 22 24 26 28 3.0
ls [m]

Rys. 4.7. Wptyw dtugosci wysuniecia sitownika teleskopowania na dtugos¢

catkowitg wysiegnika.

4.4.2 Wyznaczanie sztywnosci zastepczej tréjcztonowego wysiegnika

teleskopowego

Wysiegnik teleskopowy zurawia DST0285 moze, wzgledem punktu podparcia
sitownika, przyjmowacé szesc¢ roznych pozyciji, z czego trzy przyktadowe
przedstawiono na rys. 4.8. Bazujgc na modelu przedstawionym na rys. 4.5
kazdorazowo sztywnos$c¢ poszczegolnych cztondw uktadu jest zastepowana
sztywnoscig zastepczg uktadu jak na rys. 4.9. Korzystajac z twierdzenia
Castigliano wyznaczono sztywnos$c¢ zastepcza uktadu zredukowanego tak, aby
wartosc¢ ugiecia konica wysiegnika rzeczywistego i modelu z rys. 4.9 byta
jednakowa [194].
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EJ1 <llw> E J2<12> E J3 <I3w>

EJ1<I5> E(J1 + 12) <l4> E (32 + 13) <l6>

Rys. 4.8. Przyktadowe potozenia cztondow wysuwnych w stosunku do cztonu

podstawowego tréjcztonowego wysiegnika teleskopowego.

P
B v
N
X2
Rs
EJ, EJ, >

Rys. 4.9. Uktad zredukowany.

Ugiecia konca uktadu zredukowanego (rys. 4.9) mozna wyznaczy¢ poprzez

_ou _ 1 15 0Mg, 1 Iy OMg,
fc = 6_P = E_]{fo Mgla_del + E_];IO Mgz ap dxz (498)

Korzystajac z réwnania momentéw wzgledem punktu A oraz z réwnania rzutéw sit

na o$ y otrzymano

1= _Pl_le (4.99)
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Mgz = _sz (4.100)

Rézniczkujgc otrzymano

oM, l

%Z —fxl (4101)
oM,

Dot =y, (4.102)

Nastepnie podstawiajgc réwnania (4.99)-(4.102) do (4.98) otrzymano

£ = 3p 1,13P
€T 3ER  3E

(4.103)

gdzie J7 i J; to odpowiednio momenty bezwtadnosci pierwszej i drugiej czesci belki

zredukowanej.

Rozpatrujgc przypadek z rys. 4.8b przyjeto, ze J; = J; i nastepnie wyznaczano

wartosc¢ J; korzystajgc z zaleznosci

" 3P
gdzie
N 1
a’ = ,15P (4.105)
fo = Xnt1an (4.106)
gdzie
13,P
U =3e (4.107)
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l3
<l§wl4+2 13W12+?4>P

az = E1la (41 08)
_ (gw+14)?ls P
az = T (4.1 09)
_ (Law+ WIEP
a, = B (4.1 1 0)
_ P (4.111)
5= 357, '
_ (zw+ L+ 15)%lg P
ag = Y — (4.1 1 2)
_ Ugwt L+ IDIEP
a; = B (4.1 1 3)
= LP (4.114)
8 = 357, '
_ (Law+ Lo+ s+ 16205, P
Ao = 3 E1J1(Liw+ 17)? (41 ! 5)
_ (aw+ L+ s+ 1) Liwl3 P
Ao = E1J7(Law+ 17)? (41 ! 6)
_ Uswt L+ Is+ 16)%1,15, P
din = E1J7(Liw+ 17)? (41 17)
213
alz — (l3W+ l4+ 15+ 16) l7 P (4.1 -I 8)

E1J7(Liw+ 17)?

4.4.3 Wyznaczanie masy zastepczej uktadu

W celu wyznaczenia masy zastepczej uktadu zredukowanego, przedstawionego na
rys. 4.10, nalezy najpierw przeprowadzi¢ redukcje masy wysiegnika do punktu, w

ktorym jest podparty sitownikiem, a pdzniej nalezy doda¢ mase ttoczyska [194].
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Nastepnie nalezy poréwnac energie kinetyczne uktadu ciggtego (rzeczywistego) z

uktadem dyskretnym.

Rys. 4.10. Masa zastepcza uktadu zredukowanego.

Energia kinetyczna dla uktadu rzeczywistego zostata okreslona jako

Ex =5 ] w? (4.119)

gdzie
J= § mi? = g(m5 + mg)I2 (4.120)

wiec
Ex == (ms +mg) (s + 16)?¢? (4.121)

Dla uktadu dyskretnego energia kinetyczna wynosi
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Exa =% z1l§¢2 (4~122)

Przyréwnujac (4.121) i (4.122) otrzymano zalezno$¢ pozwalajgcg okresli¢ mase

zastepcza
M,y =3 (ms +my) (1+2§—:+§—§) (4.123)

Uwzglednienie masy ttoczyska daje

1 le | 1&
M, =3(ns+me) (1422 +3) +m =My +m  (4.124)

4.4.4Model cieczy wypetniajacej cylinder

Przy braku obcigzenia sitownika (P = 0), dla wysokosci stupa cieczy H,, objetos¢

cylindra wynosi

y, = Tdeto (4.125)

4
Dla przyrostu cisnienia Ap, ktére wystepuje przy obcigzeniu P > 0, uwzgledniajgc

wspoétczynnik scisliwosci cieczy ¢ (zwigzany z modutem sprezystosci

objetosciowej E. poprzez relacje ¢ = 1/E.), nastepuje zmiana objetosci cieczy
Ve =Vo(1 = §8p) = Vo (1 - i—”) (4.126)

Objetosc cieczy pod obcigzeniem, dla stupa cieczy o wysokosci H = H, — AH,

mozna opisac réwniez jako

y, = mdeH (4.127)



Pod wptywem sity zewnetrznej P powstaje cisnienie cieczy w sitowniku p

okreslone poprzez

p ==L (4.128)

2
mdg

Na podstawie stosunku sity do odksztatcenia wywotanego tg sitg mozna

wyznaczy¢ wspotczynnik sztywnosci jako

ky = — (4.129)

AH

Wspotczynnik sztywnosci k; w funkcji wysokosci stupa cieczy H mozna okreslic¢

poréwnuijac (4.126) i (4.127) oraz po uwzglednieniu relacji (4.128) i (4.129) jako

_ mdZE;
ky = T2 (4.130)
6
5
=
=
4
Z
oo
O3
£2
1
0.5 1.0 1.5

H [m]

Rys. 4.11. Wspétczynnik sztywnosci k w funkcji wysokosci stupa cieczy H dla

analizowanego uktadu.

Na rys 4.11 przedstawiono wptyw wysokosci stupa cieczy w sitowniku zmiany
wysiegu na wspotczynnik sztywnosci sprezyny modelujgcej ciecz wypetniajgca

cylinder.
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4.4.5 Modelowanie uktadu linowego

Zatrzymany w trakcie opuszczania lub poderwany tadunek, drgajgc pionowo,
obcigza uktad zmiany wysiegu sitg pulsacyjng z okreslong czestoscia
wymuszenia. Czestos¢ ta zalezy od sprezystosci uktadu linowego oraz od masy
tadunku zawieszonego na linie. W pracy przyjeto za [195], [196] szeSciopasmowe
olinowanie uwzgledniajgc sztywnos¢ pasm od gtowicy do zblocza jak réwniez od

gtowicy do wciggarki.

Sztywnos$¢ zastepczg uktadu linowego okreslono za [197] jako

k, _ NPAE (4.131)

T lo+n
gdzie

e n — ilo$¢ pasm liny (przyjeto n = 6),

e E; — modut Younga dla materiatu liny (E; = 1,25 - 10! Pa),

o A, — przekrdj liny (gdzie $rednica pasma wynosi d = 0,016 m),
e [, — dtugos¢ liny od gtowicy wysiegnika do wciggarki,

e [; — dtugos¢ olinowania od gtowicy wysiegnika do zblocza.

Uwzgledniajgc mase m tadunku oraz sztywnos¢ zastepczg uktadu linowego

(4.131) wyznaczono czesto$¢ wymuszenia v jako

v= [=£ (4.132)

Przyjmujgc rzeczywiste predkosci opuszczania (podnoszenia) tadunku v,,
czestosci wymuszenia v oraz sztywnosci zastepczej uktadu linowego k, mozna

wyznaczy¢ czes¢ zmienng obcigzenia S jako

S =ky oS (4.133)



Wyznaczona wartos¢ czesci zmiennej obcigzenia S pozwolita na okreslenie

catkowitego obcigzenia parametrycznego badanego uktadu.

4.5 Wptyw geometrii i obcigzenia na czestosci wtasne uktadu

niettumionego

W celu zbadania wptywu ttumienia na uktad zmiany wysiegu zurawia
samochodowego wstepnie przeprowadzona zostata analiza uktadu bez ttumienia.
Na rys. 4.12i 4.13 przedstawiono odpowiednio wptyw kata nachylenia wysiegnika
oraz jego dtugosci catkowitej na pierwszg i drugg czestosc¢ wtasng. Uktad
obcigzony byt tadunkiem o masie 70¥ kg zawieszonym na linie o dtugosci 5 m.
Wraz ze wzrostem dtugosci catkowitej wysiegnika jak byto do przewidzenia
wartosc¢ pierwszej czestosci drgan zmniejszata sie. Wartosci drugiej czestosci
obnizyty sie nieznacznie. Wraz ze wzrostem kata nachylenia wysiegnika ¢
wartos$ci pierwszej czestosci wtasnej wzrastaty, osiggaty maksimum, po czym
spadaty by dla wartosci kata 80° osiggna¢ zblizone wartosci. Im wieksza byta
dtugos¢ catkowita wysiegnika tym maksimum pierwszej czestosci wtasnej
osiggane byto dla wyzszych wartosci kata nachylenia. Wartos¢ drugiej czestosci
wtasnej spadata wraz ze wzrostem kata nachylenia. Na wykresach dla uktadéw

bez ttumienia czestosci drgan oznaczono jako w; = Re(w;).

N
o

% 140 e [M]
® 12
3120 13
' 14
100: | 15
30 40 50 60 70 80
@ [°]

Rys. 4.12. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na

pierwszg czestos$¢ wtasng dla obcigzenia m = 70¢ kg.
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Rys. 4.13. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na
drugg czestos¢ wtasng dla obcigzenia m = 70¢ kg.

Nastepnie przeprowadzona zostata analiza wptywu wartosci kagta nachylenia i
catkowitej dtugosci wysiegnika przy dziesieciokrotnie mniejszym obcigzeniu (rys.
4.1414.15). Jak mozna zauwazy¢ charakter zmian czestosci wtasnych pozostat

bez zmian, natomiast wartos$ci czestosci wtasnych nieznacznie sie zwiekszyty.

180
gmo- e [m]
8 | )
§140- . 13
- 14
120/\ 15
30 40 50 60 70 80

Rys. 4.14. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na
pierwszg czestos¢ wtasng dla obcigzenia m = 70° kg.
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Rys. 4.15. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na

drugg czestosc¢ wtasng dla obcigzenia m = 70° kg.

Na rys. 4.16 przedstawiono wptyw catkowitej dtugosci wysiegnika na pierwsza
czestos¢ whasng dla roznych katdw nachylenia przy obcigzeniu tadunkiem o masie
10° kg. Zauwazono, ze wraz ze wzrostem dtugosci catkowitej wysiegnika malejg
wartosci pierwszej czestosci wtasnej. Dla katow ponizej 50° spadek wartosci
pierwszej czestosci wiasnej jest zblizony, natomiast dla wyzszych wartosci kata
nachylenia wysiegnika zaobserwowano duze r6znice w dynamice spadku wartosci
pierwszej czestosci wlasnej. Jakkolwiek catkowita dtugosc¢ wysiegnika nie miata

wptywu na wartosci drugich czestosci wtasnych (rys. 4.17), ktére zalezaty jedynie
od kata nachylenia wysiegnika.

180
160 "’Eﬂ)
2 _
S 40
§140" ' 50
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Rys. 4.16. Wptyw dtugosci catkowitej wysiegnika na pierwszg czestos¢ drgan dla
wybranych wartosci kata nachylenia wysiegnika.

350,

300/ o[l
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Rys. 4.17. Wptyw dtugosci catkowitej na drugg czestos¢ wtasng dla wybranych
wartosci katéw nachylenia wysiegnika.

Ostatnim analizowanym elementem w uktadzie bez ttumienia byt wptyw masy
tadunku obcigzajgcego uktad zmiany wysiegu zurawia samochodowego na

pierwszg i drugg czesto$é wiasng (odpowiednio rys. 4.18 i 4.19).
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Rys. 4.18. Wptyw masy tadunku obcigzajgcego uktad na pierwszg czestos¢
wiasna.

080 S

260

» @[]
$'220 50
60

200

— L 70

Rys. 4.19. Wptyw masy tadunku obcigzajgcego uktad na drugg czestosc wtasna.

Jak wynika z rys. 4.18 i 4.19 zwiekszanie masy tadunku obnizato wartosci
pierwszej i drugiej czestosci drgan.

4.6 Wptyw ttumienia na wartosci wtasne uktadu

W celu przeprowadzenia badan wptywu réznego rodzaju ttumienia na wartosci
wtasne uktadu zmiany wysiegu zurawia wprowadzono bezwymiarowe
wspotczynniki ttumienia. Odpowiednio dla ttumienia wewnetrznego Hg, ttumienia

zewnetrznego N; i ttumienia konstrukcyjnego Mg jako

H, = i (4.143)
Ei\/(ll +2; li)LL:1 o

6
Xi=1 Eili

Ce 6 2
Ny = ——2— (L, + 3., 1) 4144
S '—Zlﬁ:lgiAiEi]i 1 i=3"% ( )

M = = (4.145)
\/(11 +283 )" Xoq QiAE;
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Na wstepie przeanalizowano wptyw ttumienia zewnetrznego Ns na czesci
rzeczywistg (rys. 4.20) i urojong (rys. 4.21) pierwszej wartosci wtasnej dla masy
tadunku 1000 kg i dtugosci wysiegnika réownych 15 mi 12 m. Analize

przeprowadzono dla dwéch wartosci kata nachylenia wysiegnika ¢ (40° i 60°).

Nastepnie przeprowadzona zostata analiza wptywu ttumienia wewnetrznego na
wartos$ci wiasne analizowanego uktadu zmiany wysiegu zurawia
samochodowego. Podobnie jak w rozdziale 3 analize przeprowadzono dla
bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia opisanego wzorem (4.143) w zakresie
0 < Hs< 0,0001 okreslonego na podstawie prac [183], [184], [185], [186]. Analize
przeprowadzono dla tych samych geometrii uktadu co w przypadku badania

wptywu ttumienia zewnetrznego (rys. 4.22 irys. 4.23).

Ostatnim analizowanym typem ttumienia byto ttumienie konstrukcyjne Ms w
podporach przegubowych wysiegnika i sitownika zmiany wysiegu w uktadzie
zmiany wysiegu zurawia samochodowego. W badaniach zatozono, ze ttumienie w
obydwu podporach byto jednakowe. Wynika z tego, ze wartosci wspotczynnikéw
ttumienia konstrukcyjnego dla obu ttumikéw rotacyjnych Cr1 i Crz zmieniano w tym
samym zakresie. Podobnie jak w poprzednich przypadkach analize
przeprowadzono dla dtugosci wysiegnika rownej 15 m i 12 m. Wyniki badan dla
ttumionej czestosci drgan przedstawiono na rys. 4.24. Z kolei na rysunku 4.25
przedstawiono zmiany stopnia zaniku amplitud drgan pierwszej wartosci wtasnej

odpowiednio dla dtugosci wysiegnika rownej 15 mi 12 m.
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a)e=40%1.=12m b) ¢ =60°I.=12m
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Rys. 4.20. Wptyw ttumienia zewnetrznego na czes¢ rzeczywistg pierwszej wartosci

witasne;j.
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Rys. 4.21. Wptyw ttumienia zewnetrznego na czes¢ urojong pierwszej wartosci

witasne;j.

Czesci rzeczywiste pierwszej wartosci witasnej reprezentujg ttumione czestosci
drgan. Zostaty one wyznaczone dla r6znych katéw nachylenia wysiegnika i

réznych dtugosci jego wysuniecia (rys. 4.14). Wraz ze wzrostem ttumienia
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zewnetrznego nastepuje nieznaczny spadek ttumionej czestosci drgan uktadu. Dla
wyzszych wartosci kata nachylenia wysiegnika ¢ dynamika spadku wartosci

pierwszej czestosci ttumionej byta wieksza.

Wraz ze wzrostem ttumienia zewnetrznego wzrastata czes¢ urojona pierwszej
wartos$ci witasnej zwigzana ze stopniem zaniku amplitudy drgan. Ttumienie drgan
zwiekszato sie wraz ze wzrostem kata nachylenia wysiegnika ¢. Nalezy zauwazyg¢,
ze stopien zaniku amplitud drgan uktadu byt wiekszy dla mniejszej dtugosci

wysiegnika co zwigzane byto z wiekszg sztywnoscig uktadu.

180
5160 g =40%1 =12m
ol ®=60%1,=12m
© 140 .
@=40%1,=15m
. 9=60"I,=15m
120 | =@ ¢
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
He [107%]

Rys. 4.22. Wptyw ttumienia wewnetrznego na czes¢ rzeczywistg pierwszej

wartosci wiasnej.
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Rys. 4.23. Wptyw ttumienia wewnetrznego na czes¢ urojong pierwszej wartosci

wiasne;j.

Przedstawiona na rys. 4.22 czes$¢ rzeczywista pierwszej wartosci wtasnej
(ttumiona czestosc¢ drgan uktadu), przedstawiona odpowiednio dla dtugosci
wysiegnika rownych

15 mi 12 m, wraz ze wzrostem ttumienia wewnetrznego zmieniata sie

nieznacznie.

Wraz ze wzrostem wartosci ttumienia wewnetrznego liniowo wzrastata czes¢

urojona pierwszej wartosci wtasnej analizowanego uktadu (rys. 5.23).

Jak wynika z przedstawionych wynikéw badan ttumienie wewnetrzne wptywato na

wartos$ci wiasne uktadu w znacznie mniejszym stopniu niz ttumienie zewnetrzne.

200/
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5160:  _@=40%1,=12m
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120
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Rys. 4.24. Wptyw ttumienia konstrukcyjnego na czesc¢ rzeczywistg pierwszej

wartosci wiasnej.

98



30
25
320 —@=40°%1.=12m
51 ®=60%1.=12m
1 @=40%1,=15m

_ 9=60%I,=15m

.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Rys. 4.25. Wptyw ttumienia konstrukcyjnego na czesc¢ urojong pierwszej wartosci

witasne;j.

Pierwsza czestosc¢ ttumiona zwiekszata swoje wartosci wraz ze wzrostem
ttumienia dla wszystkich analizowanych przypadkéw (rys. 4.24). Stopien zaniku
amplitud drgan dla pierwszej wartosci wtasnej wraz ze wzrostem
bezwymiarowego wspoétczynnika ttumienia konstrukcyjnego we wszystkich
analizowanych przypadkach zwiekszat swojg wartos$¢ (rys. 4.25). Ze wszystkich
analizowanych przypadkéw ttumienia najwiekszy wptyw na stopien zaniku
amplitudy drgan, w analizowanych zakresach wartos$ci ttumienia, wykazywato

ttumienie konstrukcyjne.

4.7 Wptyw ttumienia na stateczno$¢ dynamiczng uktadu zmiany

wysiegu zurawia samochodowego

Jezeli tadunek obcigzajgcy zuraw zostanie poderwany lub nagle zatrzymany w
czasie jego opuszczania spowoduje to powstanie zmiennej w czasie sity
zewnetrznej P(t) okreslonej rownaniem (4.1), w ktorej sktad wchodzg stata P, i
zmienna S czesc¢ obcigzenia. Obie sktadowe zalezg od kata nachylenia wysiegnika
¢. Na sktadowg statg wptywa masa m zwieszonego tadunku, ktéra razem ze
sztywnoscig zastepczg uktadu linowego, okreslong réwnaniem (4.131),
determinuje réwniez czestos$¢ drgan sity wymuszajgcej (réwnanie 4.132). Czes¢

zmienna obcigzenia S jest zwigzana ze sztywnoscig uktadu linowego k,,
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predkoscig opuszczania lub podnoszenia tadunku v, oraz czestoscig wymuszenia

v i jest opisana réwnaniem (4.133).

Réwnanie ruchu dla uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego (4.93)
przedstawione w formie ttumionego réwnania Mathieu (4.94) pozwala na
okreslenie statecznosci dynamicznej analizowanego modelu. Para parametréw 6 i
e zdefiniowanych odpowiednio réwnaniami (4.96) i (4.97) pozwala na okreslenie
czy dana konfiguracja uktadu nalezy do obszaru rozwigzan statecznych lub czy
zachodzi zjawisko rezonansu parametrycznego. Najistotniejszy wptyw na wartosé
parametru § ma czestosc¢ sity wymuszajgcej v oraz wartos¢ pierwszej czestosci
wtasnej w. Uktad jest najmniej stabilny gdy wartos¢ parametru 6 jest w
przyblizeniu réwna 0,25, co przedstawiono na rys. 3.2. Na wartos¢ parametru 6
wptywa réwniez ttumienie zewnetrzne Cy oraz ttumienie wewnetrzne E;*. Te same
ttumienia wptywajg na zmniejszenie obszardw niestatecznych, przedstawione na
rys. 3.2, poprzez zwiekszenie wartosci wspétczynnika c opisanego rownaniem
(4.95). Za wartos$¢ wspétczynnika e opisanego réwnaniem (4.97) odpowiadajg
gtownie czestos¢ wymuszenia v oraz wartos¢ czesci zmiennej obcigzenia S.
Ttumienie konstrukcyjne nie wptywa na zawezenie obszardéw rozwigzan

niestatecznych na karcie Strutta.

Tabela 4.2 Statecznosé dynamiczna wybranych konfiguracji geometrycznych

niettumionego uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego.

.----- —

0,661068 0,069532 263,815 214,357 stateczne

12 60° 0,667246 0,015016 263,815 215461  stateczne

15 40° 0,169220 0,121197 261,314 107,415 stateczne
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15 60° 0,257087 0,077815 261,314 132,620 niestateczne

Na wstepie przeprowadzona zostata analiza statecznosci dynamiczne;j
niettumionego uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego przy obcigzeniu
masg m = 3000 kg, predkosci poderwania tadunku v, = 0,14 m/s oraz przy
dtugosci olinowania od gtowicy wysiegnika do zblocza réwnej [; = 4 m.
Wyznaczone zostaty wartosci parametréw rownania Mathieu determinujgce
statecznos¢ dynamiczng rozwigzania dla analizowanych w podrozdziale 4.6
konfiguracji geometrycznych uktadu (tabela 4.2). Dla przyjetego obcigzenia i
dtugosci liny w jednym przypadku (I, = 15 m i ¢ = 60°) zaobserwowano
wystepowanie zjawiska rezonansu parametrycznego. Nastepnie przeprowadzono
badanie zakresu rozwigzan niestatecznych tej konfiguracji dla katéw z przedziatu
od 50° do 70°. Na rysunkach 4.26, 4.27 i 4.28 przedstawiono odpowiednio
wartosci parametrow & i € oraz czestosci wtasnej w w zaleznosci od kata
nachylenia wysiegnika ¢. Szarym kolorem zaznaczono zakres katéw (od 55,72° do
60,98°), dla ktérych rozwigzanie réwnania Mathieu byto niestateczne. Podobnie
jak w przypadku kata nachylenia wysiegnika przeprowadzona zostata analiza
wptywu masy tadunku na wartos$ci parametréw 6 (rys. 4.29) i e (rys. 4.30)
réwnania Mathieu, a co za tym idzie ich wptyw na statecznos¢ uktadu oraz na

pierwszg czestos¢ wtasng (rys. 4.31).

0.35

0.30

0.25

020 , I
50 55 60 65 70
¢[’]

Rys. 4.26. Wptyw kata nachylenia wysiegnika na wartos¢ parametru § z

zaznaczonym zakresem katow dla rozwigzan niestatecznych.
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Rys. 4.27. Wptyw kata nachylenia wysiegnika na wartos¢ parametru € z

zaznaczonym zakresem kagtow dla rozwigzan niestatecznych.
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Rys. 4.28. Wptyw kata nachylenia wysiegnika na wartos¢ pierwszej czestosci

wtasnej z zaznaczonym zakresem katow dla rozwigzan niestatecznych.

Wraz ze wzrostem kata nachylenia wysiegnika wzrastata wartos¢ parametru 6§
(rys. 4.26) oraz wartos¢ pierwszej czestosci wtasnej w (rys. 4.28), natomiast
malata warto$¢ parametru € (rys. 4.27). Zakres wartosci parametru § odpowiadat
zakresowi pierwszego obszaru niestatecznego przestrzeni rozwigzan réwnania
Mathieu. Srodek obszaru niestatecznego wystepowat dla kata ¢ = 58,3° i zostat

przyjety w dalszej analizie uktadu.
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Rys. 4.29. Wptyw masy tadunku na wartos¢ parametru § z zaznaczonym zakresem

masy tadunku dla rozwigzan niestatecznych.

0.13
0.12
0.11
0.10

“0.09
0.08
0.07
0.06

26 28 30 32 34 36 38 40
m [10% kg]

Rys. 4.30. Wptyw masy tadunku na warto$¢ parametru € z zaznaczonym zakresem

masy tadunku dla rozwigzan niestatecznych.
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Rys. 4.31. Wptyw masy tadunku na wartos¢ pierwszej czestosci wtasnej z

zaznaczonym zakresem masy tadunku dla rozwigzan niestatecznych.
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Rys. 4.32. Wptyw dtugosci liny na wartos¢ parametru § z zaznaczonym zakresem

dtugosci liny dla rozwigzan niestatecznych.
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Rys. 4.33. Wptyw dtugosci liny na wartos¢ parametru € z zaznaczonym zakresem

dtugosci liny dla rozwigzan niestatecznych.
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Rys. 4.34. Wptyw dtugosci liny na wartos¢ pierwszej czestosci wtasnej z

zaznaczonym zakresem dtugosci liny dla rozwigzan niestatecznych.

Wraz ze wzrostem masy tadunku zaobserwowano liniowy wzrost wartosci
parametréw & i e. Wartosc pierwszej czestosci wtasnej w wraz ze wzrostem masy
tadunku malata. Rezonans parametryczny zaobserwowano dla wartosci masy
tadunku od 2900 kg do 3400 kg. Srodek obszaru niestatecznego wystepowat dla
wartosci parametru § = 0,2557 przy masie tadunku réwnej m = 3150 kg itg
wartos¢ masy tadunku przyjeto przy analizie wptywu dtugosci liny na wartosci
odpowiednich parametréw réwnania Mathieu (rys. 4.32 i rys. 4.33) i wartos$¢

pierwszej czestosci whasnej (rys. 4.34). Wraz ze wzrostem dtugosci liny wartosci
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parametrow & i € rosty, a wartos¢ pierwszej czestosci wtasnej malata.
Zaobserwowano obszar niestateczny w zakresie dtugosci liny od 3,55 m do 4,25

m, ktérego srodek przypadat na dtugosc liny réwng 3,9 m.

Ostatnim etapem przeprowadzonych badan byto okreslenie wptywu réznych
rodzajoéw ttumienia na stateczno$¢ dynamiczng uktadu zmiany wysiegu zurawia
samochodowego. Otrzymany niestateczny uktad dla wybranych wartosci kata
pracy, masy tadunku i dtugosci liny poddano wptywowi ttumienia zewnetrznego
(rys. 4.35).

0.10 :
/
0.08
0.06 _
v | — Emin
i €
0.04
0.02
2 3 4 5 6

Ns

Rys. 4.35. Wptyw ttumienia zewnetrznego na wartos¢ parametru € oraz na wartos¢

minimum obszaru niestatecznego €pip.

Wptyw ttumienia zewnetrznego na wartos¢ parametru e przedstawiono na rys.
4.36.
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Rys. 4.36. Wptyw ttumienia zewnetrznego na wartos¢ parametru €.

Wraz ze wzrostem wspotczynnika ttumienia zewnetrznego Ng zaobserwowano

nieznaczne zwiekszenie statecznosci uktadu poprzez zmniejszenie wartosci

parametru e (rys. 4.36), natomiast znacznie wiekszy wptyw na zakres rozwigzan

niestatecznych miato zwiekszenie wartosci wspoétczynnika ttumienia ¢ opisanego

rownaniem (4.95) (nastepowato zawezanie obszaréw niestatecznych — wzrost

wartosci e,;,). Dla wartosci wspotczynnika ttumienia zewnetrznego Ng = 6,15

nastgpito przeciecie krzywych i uktad z niestatecznego stat sie stateczny.
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Rys. 4.37. Wptyw ttumienia wewnetrznego na a), b) warto$¢ parametru € oraz na

a), ¢) warto$¢ minimum obszaru niestatecznego ep;p.

Uwzglednienie ttumienia wewnetrznego Hg (rys. 4.37) w nieznacznym stopniu
zmniejszyto warto$¢ wspétczynnika e (rys. 4.37b) i zwiekszyto wartosc¢ e, (rys.

4.37c) jednak nie wptyneto to znaczgco na stateczno$é dynamiczng uktadu.

Kolejnym analizowanym przypadkiem ttumienia, ktére wptywato na statecznosc¢
badanego uktadu byto ttumienie konstrukcyjne. Wptyw tego rodzaju ttumienia na

wartos¢ parametru e w réwnaniu Mathieu przedstawiono na rys. 4.38.
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Rys. 4.38. Wptyw ttumienia konstrukcyjnego na warto$¢ parametru e.

Ttumienie konstrukcyjne Mg podobnie jak ttumienie zewnetrzne obnizato wartos¢
parametru € (rys. 4.38) zwiekszajgc w pewnym stopniu statecznos$¢ uktadu, lecz
nie eliminowato mozliwosci wystgpienia zjawiska rezonansu parametrycznego
poniewaz nie wptywato na wartos¢ wspotczynnika ttumienia c i nie zmniejszato

zakresu obszaréw niestatecznych (epi, = 0).

W ostatnim badanym przypadku uwzgledniono wptyw wszystkich trzech rodzajéw
ttumienia (wewnetrznego, zewnetrznego i konstrukcyjnego) na statecznosé
dynamiczng analizowanego uktadu. W trakcie badan ttumienie wewnetrzne miato

statg warto$¢ odpowiednig dla stali (Hg = 0,49 - 10~%). Wartosci ttumienia
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konstrukcyjnego i zewnetrznego byty zwiekszane proporcjonalnie, az do
osiggniecia maksymalnych przyjetych w pracy wartosci ttumien (odpowiednio
Mg = 2,1 - 1072 i Ng = 6,7). Parametrem okreslajgcym proporcje przyjmowanych
ttumien w stosunku do ich maksymalnych wartosci okresla parametr
proporcjonalnosci r. Wyniki badan wptywu wszystkich rodzajéw ttumienia na
wartos¢ parametru € z rownania Mathieu w relacji do wartosci minimum obszaru

niestatecznego €,,;, przedstawiono narys. 4.39.
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0.06
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Rys. 4.39. Wptyw ttumienia wewnetrznego, zewnetrznego i konstrukcyjnego na

wartos¢ parametru e oraz na wartos¢ minimum obszaru niestatecznego €,;,,.

Wraz ze wzrostem parametru r, zmniejszata sie wartos¢ parametru € i
jednoczesnie zwiekszata sie wartos¢ minimum pierwszego obszaru
niestatecznego e,,i,. Podobnie jak na rys. 4.35 nastgpito przeciecie krzywych,
ktére wystepowato dla wartosci r = 58,87 %, co odpowiadato ttumieniu

konstrukcyjnemu Mg = 1,23 - 10~2 oraz ttumieniu zewnetrznemu Ng = 3,94.
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Rys. 4.40. Wptyw ttumienia wewnetrznego, zewnetrznego i konstrukcyjnego na

zakres rozwigzan statecznych analizowanego uktadu.

Jak mozna zauwazy¢ uwzglednienie wszystkich trzech rodzajéw ttumien
przesuneto punkt przeciecia krzywych € i €,;, powodujgc wczesniejsze przejscie
rozwigzan w obszary stateczne. Bardziej obrazowe przedstawienie wptywu
ttumienia wewnetrznego, zewnetrznego i konstrukcyjnego na zakres rozwigzan
statecznych analizowanego uktadu zostato zaprezentowane na rysunkach 4.40a-
4.40d.

4.8 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale sformutowano i rozwigzano zagadnienia brzegowe dla
uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego z uwzglednieniem ttumienia na
przyktadzie rzeczywistego uktadu zmiany wysiegu dzwigu samochodowego
DST0285 modelowanego z wykorzystaniem belek Bernoulligo—Eulera i wybranych
elementow dyskretnych. Korzystajgc z zasady wariacyjnej Hamiltona wyznaczono
réwnanie ruchu uktadu oraz biorgc pod uwage warunki geometryczne i ciggtosci

wyznaczono naturalne warunki brzegowe. Po okresleniu warunku ortogonalnosci
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funkcji wtasnych przeksztatcono réwnanie ruchu do postaci réwnania Mathieu,

ktorego parametry umozliwiaty okreslenie zakresu rozwigzan statecznych uktadu.

W trakcie analizy wptywu geometrii i obcigzenia na czestosci wtasne uktadu
niettumionego wykazano, ze wraz ze wzrostem kata nachylenia wysiegnika ¢
wartosci pierwszej czestosci wtasnej wzrastaty, osiggaty maksimum, po czym
spadaty by dla wartos$ci kata 80° osiggna¢ zblizone wartosci (rys. 4.12 i rys. 4.14),
natomiast wartosci drugiej czestosci wtasnej spadaty wraz ze wzrostem kata
nachylenia (rys. 4.13 i rys. 4.15). Wraz ze wzrostem dtugosci catkowitej
wysiegnika zmniejszaty sie wartosci pierwszej czestosci drgan (rys. 4.16),
natomiast dla wartosci drugiej czestosci drgan w badanym zakresie nie
zaobserwowano istotnych zmian (rys. 4.17). Zwiekszanie masy tadunku obnizato

wartosci pierwszej (rys. 4.18) i drugiej czestosci wtasnej (rys. 4.19).

Wprowadzenie ttumienia zewnetrznego do uktadu spowodowato nieznaczny
spadek czesci rzeczywistej (ttumionej czestosci drgan) pierwszej wartosci wiasnej
(rys. 4.20). Wzrost ttumienia zewnetrznego powodowat wzrost wartosci czesci
urojonej pierwszej wartosci whasnej (rys. 4.21) zwigzanej ze stopniem zaniku
amplitudy drgan. Stopien zaniku amplitudy drgan zwiekszat sie wraz ze wzrostem
kata nachylenia wysiegnika ¢. Uwzglednienie ttumienia wewnetrznego nie
wptywato znaczgco na czes$é rzeczywistg pierwszej wartosci wtasnej (rys. 4.22)
powodujgc jednoczesnie wzrost jej czesci urojonej (rys. 4.23). Zwiekszanie
ttumienia konstrukcyjnego zwiekszato wartosci czesci rzeczywistej pierwsze;j

wartosci wtasnej (rys. 4.24) oraz jej czesci urojonej (rys. 4.25

Po wyznaczeniu parametréw réwnania Mathieu (tabela 4.2) dla wybranych
geometrii analizowanego uktadu okreslono, dla jakich przypadkéw wystepowato
zjawisko rezonansu parametrycznego. Utrata statecznosci wystgpita dla dtugosci
ramienia wysiegnika rownej 15 m i przy kgcie nachylenia ramienia 60°. Nastepnie
przeanalizowano zakres wystepowania zjawiska rezonansu parametrycznego
analizowanego uktadu dla réznych wartosci kata nachylenia (rys. 4.26—-4.28),
masy tadunku (rys. 4.29-4.31) i dtugosci liny (4.32-4.34). Pozwolito to na takie

dobranie tych parametréw, aby okresli¢ uktad mozliwie ,najbardziej” niestateczny.
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Dla otrzymanego uktadu badano wartos¢ parametru e dla pierwszego obszaru
niestatecznego (§ = 0,25) przy trzech réznych rodzajach ttumienia. Wzrost
wartosci wspoétczynnika ttumienia zewnetrznego Ng powodowat nieznaczne
zwiekszenie statecznosci uktadu poprzez zmniejszenie wartos$ci parametru € (rys.
4.36), jednoczesnie nastepowato zwiekszenie warto$ci minimum obszaru
niestatecznego ey, (rys. 4.35). Uktad stat sie stateczny dla wspétczynnika
ttumienia zewnetrznego réwnego Ng = 6,15. Ttumienie wewnetrzne Hg (rys. 4.37)
nie wptyneto znaczaco na statecznosc¢ uktadu. Ttumienie konstrukcyjne Mg
obnizato warto$¢ parametru € (rys. 4.38), lecz nie eliminowato mozliwosci
wystgpienia zjawiska rezonansu parametrycznego, poniewaz nie zmniejszato
zakresu obszaréw niestatecznych. Uwzglednienie trzech rodzajéw ttumienia
bardziej stabilizowato uktad. Stawat sie on stateczny dla wartosci ttumienia
zewnetrznego Ng = 3,94 oraz ttumienia konstrukcyjnego Mg = 1,23 - 1072, co
odpowiadato r = 58,87 % (rys. 4.39). Kazde dalsze zwiekszanie ttumien
powodowato, ze rozwigzania statecznosci dynamicznej uktadu byty stateczne.
Rozwigzania te znajdowaty sie w catosci w obszarach rozwigzan statecznych na

karcie Strutta (rys. 4.40).
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5 Whnioski i uwagi koricowe

Celem niniejszej dysertacji byto modelowanie i analiza statecznosci dynamicznej
uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego z uwzglednieniem wptywu

réznego rodzaju ttumienia drgan na jego statecznos$¢ dynamiczna.

Osiggniecie zatozonego celu gtdwnego pracy wigzato sie z realizacjg etapéw

badawczych, w ramach ktoérych:

1. przedstawiono zastosowang w pracy metodyke badania drgan i
statecznosci dynamicznej przy uwzglednieniu ttumienia na przyktadzie
prostego uktadu - belki Bernoulliego-Eulera,

2. zamodelowano uktad zmiany wysiegu zurawia samochodowego przy
uwzglednieniu ttumienia wewnetrznego, zewnetrznego i konstrukcyjnego
tworzgc model fizyczny uktadu dla ktérego okreslono sztywnosc¢
zastepcza wysiegnika, jego mase zastepczg, sztywnos¢ zastepczg cieczy
w sitowniku zmiany wysiegu oraz modelujgc uktad linowy,

3. przeprowadzono badania drgan i statecznosci dynamicznej

ttumionego uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego.

Na podstawie przeprowadzonych badan sformutowano nastepujgce wnioski:

1. uwzglednienie w modelu statecznosci dynamicznej prostego uktadu w
postaci belki jak i uktadu zmiany wysiegu zurawia ttumienia
konstrukcyjnego, zwiekszato statecznosc takich uktadow, jednak nie
eliminowato mozliwosci wystgpienia rezonansu parametrycznego,
2.uwzglednienie w badanych uktadach ttumienia osrodka zmniejszato
obszary rozwigzan niestatecznych,

3. zwiekszanie wartosci wspotczynnika ttumienia zewnetrznego powyzej
okreslonej wartosci granicznej powoduje, ze uktady w catym

analizowanym zakresie bedg miaty rozwigzania stateczne,
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4. ttumienie wewnetrzne dla rzeczywistych wartosci wspoétczynnika
ttumienia wewnetrznego stali nie wprowadzato znaczgcych zmian
statecznosci dynamicznej w stosunku do uktadoéw niettumionych,
5.jednoczesne uwzglednienie wszystkich analizowanych rodzajow
ttumienia znaczaco wptyneto na mozliwos¢ uzyskania rozwigzan
statecznych badanych uktadéw. Rozwigzania te przy tych samych
parametrach geometrycznych i obcigzenia uktadéw, w ktérych
uwzgledniono pojedyncze rodzaje ttumienia, wczesniej osiggaty obszar

rozwigzan statecznych.

Na podstawie przeprowadzonych w niniejszej dysertacji badan i wynikajgcych z
nich wnioskow mozna stwierdzi¢ prawdziwos¢ postawionej w pracy tezy.
Wykazano, ze uwzglednienie ttumienia w uktadzie zmiany wysiegu zurawia
samochodowego nie eliminuje mozliwosci wystepowania zjawiska rezonansu

parametrycznego, cho¢ znaczgco zmniejsza obszar rozwigzan niestatecznych.

Kolejnym etapem planowanych prac jest identyfikacja obszaréw niestatecznych w
catym zakresie pracy uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego,
poszukiwanie korelacji miedzy rozwigzaniami niestatecznymi a geometrig uktadu,
zbadanie wptywu ttumienia na zidentyfikowane obszary wystepowania zjawiska
rezonansu parametrycznego, poszukiwanie optymalnych parametréw
analizowanych rodzajéw ttumienia pozwalajgcych na eliminacje wiekszosci lub
wszystkich obszarow niestatecznych z zakresu pracy i obcigzenia maszyny oraz

eksperymentalna weryfikacja wynikow prac teoretycznych.
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Spis rysunkow

Rys. 3.1. Prosta belka Bernoulliego-Eulera obcigzona sitg osiowg Sciskajaca

zmieniajgca sie cyklicznie z uwzglednieniem ttumienia.

Rys. 3.2. Wptyw ttumienia na zwiekszenie obszarow rozwigzan statecznych
rownania Mathieu (Karta Strutta) dla ¢ = 0,1 (szary), ¢ = 0,3 (czerwony), ¢ = 0,6

(z6tty) oraz c= 0,9 (niebieski).

Rys. 3.3. Karta Strutta — kolorem biatym zaznaczono rozwigzania stabilne, a

szarym niestabilne rozwigzania réwnania Mathieu.

Rys. 3.4. Wptyw ttumienia wiskotycznegoc na obszar niestateczny (zacieniony)

rozwigzania rownania Mathieu.

Rys. 3.5. Relacje miedzy wspotczynnikami ai b dla analizowanych materiatéw

naniesione na karte Strutta.

Rys. 3.6. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta; brak

ttumienia (przypadek 1 w tabeli 3.3).

Rys. 3.7. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;

uwzglednione ttumienie w podporach belki dla M = 0,05 (przypadek 2 w tabeli 3.3).

Rys. 3.8. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;

uwzglednione ttumienie osrodka dla N = 18,5 (przypadek 3 w tabeli 3.3).

Rys. 3.9. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;

uwzglednione ttumienie wewnetrzne dla H = 0,001 (przypadek 4 w tabeli 3.3).
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Rys. 3.10. Relacja miedzy parametrami § i € naniesiona na karte Strutta;
uwzglednione ttumienie osrodka dla N = 4,26 oraz ttumienie w podporach belki dla
M = 0,017 (przypadek 5 w tabeli 3.3).

Rys. 4.1. Zuraw samochodowy FABLOK DST0285 [191].

Rys. 4.2. Roztozony zuraw samochodowy FABLOK DST0285 [192].

Rys. 4.3. Tablica udzwigdéw i wysiegu zurawia FABLOK DST0285 [193].

Rys. 4.4. Wymiary znamionowe zurawia samochodowego FABLOK DST0285 [193].

Rys. 4.5. Schemat fizyczny uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego
DST0285.

Rys. 4.6. Wptyw wysokosci stupa cieczy na kat uniesienia wysiegnika.

Rys. 4.7. Wptyw dtugosci wysuniecia sitownika teleskopowania na dtugosc¢

catkowitg wysiegnika.

Rys. 4.8. Przyktadowe potozenia cztonow wysuwnych w stosunku do cztonu

podstawowego tréjcztonowego wysiegnika teleskopowego.

Rys. 4.9. Uktad zredukowany.

Rys. 4.10. Masa zastepcza uktadu zredukowanego.

Rys. 4.11. Wspotczynnik sztywnosci k w funkcji wysokosci stupa cieczy H dla

analizowanego uktadu.

Rys. 4.12. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na

pierwszg czestos$¢ wtasng dla obcigzenia m = 70¢ kg.
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Rys. 4.13. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na

drugg czestos¢ wtasng dla obcigzenia m = 70¢ kg.

Rys. 4.14. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na

pierwszg czestos¢ wiasng dla obcigzenia m = 7P kg.

Rys. 4.15. Wptyw kata nachylenia wysiegnika oraz jego dtugosci catkowitej na

drugg czestos¢ wiasng dla obcigzenia m = 7(° kg.

Rys. 4.16. Wptyw dtugosci catkowitej wysiegnika na pierwszg czestos¢ drgan dla

wybranych wartosci kata nachylenia wysiegnika.

Rys. 4.17. Wptyw dtugosci catkowitej na drugg czestos¢ wtasng dla wybranych

wartos$ci katéw nachylenia wysiegnika.

Rys. 4.18. Wptyw masy tadunku obcigzajgcego uktad na pierwszg czestosc

witasna.

Rys. 4.19. Wptyw masy tadunku obcigzajgcego uktad na drugg czestos¢ wtasna.

Rys. 4.20. Wptyw ttumienia zewnetrznego na czes¢ rzeczywistg pierwszej wartosci

wtasne;j.

Rys. 4.21. Wptyw ttumienia zewnetrznego na czes¢ urojong pierwszej wartosci

wtasne;j.

Rys. 4.22. Wptyw ttumienia wewnetrznego na czes¢ rzeczywistg pierwszej

wartosci wiasnej.

Rys. 4.23. Wptyw ttumienia wewnetrznego na czes¢ urojong pierwszej wartosci

wtasne;j.

138



Rys. 4.24. Wptyw ttumienia konstrukcyjnego na czesc¢ rzeczywistg pierwszej

wartosci wiasne;j.

Rys. 4.25. Wptyw ttumienia konstrukcyjnego na czes¢ urojong pierwszej wartosci

wiasne;j.

Rys. 4.26. Wptyw kata nachylenia wysiegnika na warto$¢ parametru § z

zaznaczonym zakresem katow dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.27. Wptyw kata nachylenia wysiegnika na warto$¢ parametru € z

zaznaczonym zakresem katow dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.28. Wptyw kata nachylenia wysiegnika na warto$¢ pierwszej czestosci

witasnej z zaznaczonym zakresem katow dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.29. Wptyw masy tadunku na warto$¢ parametru § z zaznaczonym zakresem

masy tadunku dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.30. Wptyw masy tadunku na wartos¢ parametru € z zaznaczonym zakresem

masy tadunku dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.31. Wptyw masy tadunku na wartos¢ pierwszej czestosci witasnej z

zaznaczonym zakresem masy tadunku dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.32. Wptyw dtugosci liny na warto$¢ parametru § z zaznaczonym zakresem

dtugosci liny dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.33. Wptyw dtugosci liny na wartos¢ parametru € z zaznaczonym zakresem

dtugosci liny dla rozwigzan niestatecznych.

Rys. 4.34. Wptyw dtugosci liny na wartosc pierwszej czestosci wtasnej z

zaznaczonym zakresem dtugosci liny dla rozwigzan niestatecznych.
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Rys. 4.35. Wptyw ttumienia zewnetrznego na wartos¢ parametru € oraz na wartos¢

minimum obszaru niestatecznego €pip-

Rys. 4.36. Wptyw ttumienia zewnetrznego na wartos¢ parametru e.

Rys. 4.37. Wptyw ttumienia wewnetrznego na a), b) warto$¢ parametru ¢ oraz na

a), ¢) warto$¢ minimum obszaru niestatecznego ep;p,.

Rys. 4.38. Wptyw ttumienia konstrukcyjnego na warto$¢ parametru e.

Rys. 4.39. Wptyw ttumienia wewnetrznego, zewnetrznego i konstrukcyjnego na

wartos¢ parametru e oraz na wartos¢ minimum obszaru niestatecznego €p,;,.

Rys. 4.40. Wptyw ttumienia wewnetrznego, zewnetrznego i konstrukcyjnego na

zakres rozwigzan statecznych analizowanego uktadu.
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Spis tabel

Tabela 3.1 Wtasnosci materiatéw wykorzystanych do analizy statecznosci

dynamicznej belek Bernoulliego-Eulera [182].

Tabela 3.2Wyznaczone czestosci drgan belek.

Tabela 3.3 Wyznaczone wartosci wtasne belek wykonanych ze stali konstrukcyjnej

dla wybranych przypadkéw ttumienia.

Tabela 4.1 Geometryczne i fizyczne parametry modelu [124], [194].

Tabela 4.2Statecznos¢ dynamiczna wybranych konfiguracji geometrycznych

niettumionego uktadu zmiany wysiegu zurawia samochodowego.
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Dodatki

D1. Elementy macierzy wspétczynnikéw

Niezerowe elementy macierzy [A](w)dla uktadu przedstawionego narys. 4.5

przyjmujg postaé

a;p =1

a;3=1

a2,1 == COSh(alll)

az’z = Sinh(alll)

a3 = cos(B,ly)

Qz4 = Sin(ﬁlll)

azs = —1

az7; =—1

a3'1 = Sinh(alll)

az, = a; cosh(ayly)

assz = —p, Sin(ﬁlh)

ass = B, C05(31l1)

a3 = —Q
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(D1.1)

(D1.2)

(D1.3)

(D1.4)

(D1.5)

(D1.6)

(D1.7)

(D1.8)

(D1.9)

(D1.10)

(D1.117)

(D1.12)

(D1.13)



asg = —p,
ass =1
a7 =1

A9 = —1

ag11 = —1

ass = cosh(a,l,)

a5,6 = Sinh(azlz)

as;; = cos(B,l3)

asg = sin(B,l;)

aso = —cosh(azlz)
asqo = —sinh(azlz)
as11 = —cos(B,l3)
as12 = —Sin(ﬂgl3)

ag9 = cosh(asls)

a6‘10 = Sinh((l3 l3)

Ae11 = C03(3313)
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(D1.14)

(D1.15)

(D1.16)

(D1.17)

(D1.18)

(D1.19)

(D1.20)

(D1.21)

(D1.22)

(D1.23)

(D1.24)

(D1.25)

(D1.26)

(D1.27)

(D1.28)

(D1.29)



a6‘12 == Sln(ﬁ3l3) (D1.30)

(613 = —1 (D1.31)
15 = —1 (D1.32)

a; ¢ = as sinh(aslz) (D1.33)
a; 19 = az cosh(azl) (D1.34)
a711 = — B sin(B,l3) (D1.35)
A7,12 = B, c0sS(B,13) (D1.36)
a714 = —y (D1.37)
az16 = — B, (D1.38)
(g17 =1 (D1.39)

agro =1 (D1.40)

917 = cosh(asls) (D1.47)
918 = sinh(asls) (D1.42)
@919 = cOS(B;l5) (D1.43)
Q920 = sin(Bls) (D1.44)
(92 = —1 (D1.45)
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Agp3 = —1

a10,17 = assinh(asls)

A10,18 = ascosh(asls)

A10,19 = —.3551n(3515)

10,20 = /35C05(3515)

Q10,22 = —g

Q1024 = — By

a11,13 = cosh(ayly)

11,14 = Sinh(ayly)

ai1,15 = COS(ﬁ4l4)

A11,16 = Sin(ﬁ4l4)

A1121 = —COSY

A1123 = —COSY

A121 = “%]1(E1 +j w EY)

Q122 = —] W a1Cpy

Q123 = — ﬂi]1(E1 +j w EY)
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(D1.46)

(D1.47)

(D1.48)

(D1.49)

(D1.50)

(D1.51)

(D1.52)

(D1.53)

(D1.54)

(D1.55)

(D1.56)

(D1.57)

(D1.58)

(D1.59)

(D1.60)

(D1.61)



Q124 = —J 0 B,Cpry

135 = a3),(E; + j w E3)cosh(ayly)

136 = a3)2(E; + j  E3)sinh(a,l,)

Aq3,7 = —.3512(52 +j w E3)cos(B,1,)

aizg = —ﬁgfz(Ez +j w E3)sin(B, 1)

A141 = a%]1(E1 + j w E7)cosh(ayl;)

Q147 = ai);(E; +j w Ef)sinh(a;ly)

143 = —ﬁi]1(E1 + j w Ef)cos(B, 1)

144 = —ﬁfh(El +j w Ef)sin(B, 1)

Q45 = _a%]Z(EZ +jwE3)

Q14,7 = ﬁgfz(Ez +j wE3)

Q159 = a5)3(Ez + j w E3)

ais511 = —ﬁ§]3(E3 +j wE3)

Q160 = a3)3(E3 + j w E3)cosh(asls)

1610 = a3)3(E3 + j w E3)sinh(azl3)

Ay611 = —B2J3(E3 + j w E3)cos(B,l3)
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(D1.62)

(D1.63)

(D1.64)

(D1.65)

(D1.66)

(D1.67)

(D1.68)

(D1.69)

(D1.70)

(D1.71)

(D1.72)

(D1.73)

(D1.74)

(D1.75)

(D1.76)

(D1.77)



A16,12 = _ﬁgls(Es +jw E;)sin(ﬁ3l3) (D1.78)

A1613 = —a3J4(Ey +j w E}) (D1.79)
1615 = BaJa(Es + j @ E) (D1.80)
a1713 = a5)4(Eqy +j w E})cosh(ayly) (D1.81)
a1714 = a2)4(E4 + j 0 Ej)sinh(ayly) (D1.82)
1715 = —B3J4(Eqy + j w E;)cos(B,ly) (D1.83)
1716 = —B3Js(Eqy + j w E;)sin(B,ly) (D1.84)

a18'17 = aéjs(ES +] w E;) COSh(asls) —_] w a5CR1 Sinh(a’5l5) (D1 85)

a18_13 = a%]S(E5 +] w E;) Sinh(a515) —_] w 0.’5CR1 COSh(a’515) (D1 86)

aig19 = —B2s(Es + j w EZ) COS(ﬁ5ls) +j w BsCpy sin(B;ls)  (D1.87)

1820 = —BE)s(Es + j w EZ) sin(B.ls) — j w B Cry cos(Bls) (D1.88)

Q1017 = aéJs(Es + j w EZ) cosh(asls) (D1.89)
1018 = a2)s(Es + j w EZ) sinh(asls) (D1.90)
A1919 = —ﬁé]S(ES +j w EZ) cos(ﬂSIS) (D1.91)
Ay920 = —ﬁé]S(ES +j wEZ) sin(ﬂSZS) (D1.92)

Q1921 = —ag)e(Es +j w EZ) (D1.93)
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Q19,23 = ﬁZIG(EG +Jj w Eg)

A0,21 = “é]s(Es + j w E¢) cosh(agle)

Az022 = ag)s(Es + j w EZ) sinh(agls)

a20,23 = —ﬁije(Ee +Jj w Eg) COS(.B6Z6)

az0,24 = _ﬁéle(Ee +j w Eg) 51“(3616)

a21,1 = ai]l(El +_] w E;) Sinh(alll) + 0(1P1 Sinh(alll)

a21'2 = ai]l(El +] w EI) COSh(alll) + 0{1P1 COSh(alll)

az13 = .Bi]1(E1 +j wEp) Sin(ﬁll1) - B,P1 Sin(5111)

Az14 = _.Bi]1(E1 +j w Ey) COS(.Blll) + B, P1 C05(3111)

Ay16 = —a3)2(E; +j w E})

azig = [3312(52 +jwE3)

Ay110 = —a3J3(E3 + j w E3) — azPs

az1,12 = 3213(53 +jwE3) — BPs

A5 = “gfz(Ez +jw E;) sinh(a,l;)

Az26 = a%]z(Ez +jw E;) cosh(a,l;)

azz7 = Bafo(Ez +j w E3) sin(B,1;)
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(D1.97)
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(D1.100)

(D1.101)

(D1.102)

(D1.103)

(D1.104)

(D1.105)

(D1.106)

(D1.107)

(D1.108)
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Qg8 = —B3J2(E2 + j w E3) cos(B,1,) (D1.110)

Az20 = a3)3(E3 + j w E3) sinh(asl;) (D1.111)
Az210 = a3)3(E3 + j w E3) cosh(asls) (D1.112)
az2,11 = 3213(53 +Jj wE3) Sin(ﬁgl3) (D1.113)
212 = —B3J3(Es + j w E3) cos(B,13) (D1.114)
Az2,14 = —3)a(Es + j @ E}) (D1.115)
2216 = BoJa(Ey + j w E) (D1.116)

a23‘21 = _kZ COSZ @ COSh(aelﬁ) + az]G(EG +] w E;) Sinh(a’6l6) +
0(6P6 Sinh(a616) (D1 1 1 7)

a23,22 = _kZ COS2 (7 Sinh(a6l6) + 0(2]6(E6 +] w Eg) COSh(a6l6) + 0(6P6 COSh(a6l6)

(D1 1 8)
Ay323 = —kz cos? @ cos(ﬁ6l6) + [32]6(E6 +j wEp) sin(ﬂ616) -
B¢Pesin(B,ls) (D1.119)
a23’24 = _kZ COSZ QD Sin(‘B6le) - .[’)2/6(E6 +] w Eg) COS(‘B6l6) +
B¢Ps cos(Bls) (D1.120)
a23’25 - kZ COSZ(p (D1121)

413 = a3)4(E4 + j @ E}) cosy sinh(ayly) +
a,P, cosy sinh(ayly) (D1.122)
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A414 = ai]4(E4 + j w E4) cosy cosh(auly) +
a,P, cosy cosh(ayly) (D1.123)

415 = ﬁj]4(E4 +j w E}) cosysin(ﬁ4l4) —
B,P4 cosysin(ﬁ4l4) (D1.124)

Q24,16 = —3214(54 +j wEy) COSYC05(3414) +

B,Pas cosycos(ﬁ4l4) (D1.125)
Az417 = aaf5(Es + j w EZ) sinh(asls) (D1.126)
az418 = a2J5(Es + j w EZ) cosh(asls) (D1.127)
A419 = ﬁgjs(ES +j w EZ) sin(ﬁ’5l5) (D1.128)
A420 = —ﬁgjs(Es +j wED) cos([fsls) (D1.129)
Az421 = Mzw? — ky(siny)? (D1.130)
Az422 = —agJo(Ee +j w EZ) (D1.131)
Q2423 = Mzw? — ky(siny)? (D1.132)
2424 = BoJs(Eg + j w E) (D1.133)
Ay521 = —kz cos ¢ cosh(agle) (D1.134)
Az5,22 = —kz cos ¢ sinh(aglg) (D1.135)
Az523 = —kz cos<pc05(ﬁ6l6) (D1.136)
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a25’24 = _kZ COS(pSil’l(ﬁ6l6) (D1137)

Azs,25 = —M w? + kz cos ¢ (D1.138)
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